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 هچکید
ب یی تقرات، برایاضیدر ر یعدد یهان روشیآمدتراز كارییکعنوان باشد، بهیز میوتن رافسون نیتم نیبه الگور وتن كه مشهوریروش ن 

از ییکروش، به نیر ایان و تفسیمقاله پس از بنیشناخته شده است. در ا یقیدان اعداد حقیم یرو یر خطیمعادلات غ یشهیزدن ر
م. یپردازی، میینمان درستیترشیروش بمجهول جامعه به یبرآورد پارامترها یعنیآن در علم آمار،  ین موارد استفادهیپركاربردتر
 ها همراه شده است.آن یاانهیرا یهاتلف و برنامهمخ ین مثال عددیمقاله با چندنیم، مطالب ایل در انتقال مفاهیجهت تسه

 .بلیع وای، توزیع كوشی، توزیینمان درستیترشیوتن رافسون، برآورد بیتم نیهای عددی، الگورروش :های کلیدیواژه          

             
   

 مقدمه -1

شود. یاستفاده م یرخطیدستگاه معادلات غ یکا ی یرخطیغ یمعادله یکدست آوردن جواب وتن رافسون برای بهیتم نیگور، الیطور كلبه
احتمالًا روش  یمنصوب شده است، ول یلادیم 1711در سال  1وتنیزاك نیوتن رافسون به این یروش عدد یه و مقدماتیاول یگرچه امروزه ارائه

، ین طوسیالدتر شرفشیها پرا سالیز ،مطرح شده بود، الهام گرفته شده است 2تیز ویفراكو یلهیوسر كه قبلًا بهبا دقت كمت یوتن از روشین
0Pxت در حل معادله یاز روش و ت و ضرورت استفادهیران، به اهمیدر ا یقمر یدان برجسته قرن ششم هجریاضیر N    اشاره كرده

، توانست یدگاه جبریوتن از دیمجدد به روش ن ی، با نگاهیلادیدر اواخر قرن شانزدهم م 3. به هرحال ژوزف رافسون(5199ما، )وایبود 
مجهول جامعه  یز، برآورد پارامترهاین یاز مسائل آمار یاریدر بس . (https://en.wikipedia.org)تر سازدار سادهین روش را بسیمحاسبات ا

زمان ل مشکل بودن حل همیدلباشد. بهیم یرخطیغ یدهیچیپ یا چند معادلهی یکازمند حل ین یینمان درستیترشیبا استفاده از روش ب
و روش  5یسازمهی، روش دون4نهیشیوتن رافسون، روش انتظار بیل روش نیقب، ازیمختلف یعدد یهاروش، معمولًا برآورد را بهین معادلاتیچن

 (.2015، و داكسام ؛ بیکل1383)پرچمی،  زنندیب می، تقر6یسازدستهفراز هم

                                                           

1 Isaac Newton 

2 François Viète 

3 Joseph Raphson 
4 Expectation Maximization (EM) 

5 Bisection 

6 Coordinate Ascent 

 گیری و تحقیق در عملیاتنشریه تصمیم                       
  1397 زمستان(، 4، شماره )3دوره                                  

روش عددی در برآورد عنوان یکوتن رافسون بهیتم نیكاربرد الگور

 یینمان درستیترشیب

 یچنی، ماشاالله ماشید دوست محمدیمج*، یعباس پرچم
  .یرانباهنر کرمان، کرمان، ا یددانشگاه شه یوتر،و کامپ یاضیوه آمار، دانشکده رگر 

 21/9/1397: پذیرش 18/7/1397اصلاح:  30/3/1397دریافت: 
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چند مثال  یضمن ارائه 3م. سپس در بخش یپردازین مثال میچند یوتن رافسون و ارائهیتم نیح الگوریتشرن مقاله، بهیا 2در بخش 
 مجهول یپارامترهام. برآورد یپردازیدهد، میدست مخود را از ییتم كاراین الگوریكه ا یخاص یهارامون حالتیپ یمختلف به بررس

 یبند جمع یکمطرح شده است.  4وتن رافسون در بخش یتم نیالگور یهیو بر پا یینمان درستیترشیروش ببه یآمار یجامعه یک
 ارائه شده است. 5باشد در بخش یم یابیتم در برآوردیالگورنیتر از احیصح یاستفاده ین نکته برایكه شامل چند یكل

 وتن رافسونیم نتیح الگوریتشر -2

:م كه ینكیمقاله فرض منیدر سراسر ا [ , ]f a b R یبا ضابطه( )f x ر است كهیتابع مشتق پذ یک,a b R بر حسب مورد، 
ن افتیمنظور صورت است كه بهنیوتن رافسون به ایدر روش ن یاصل یدهیاست. ا یقیاعداد حق یمجموعه Rشوند كه در آن یار میاخت

)معادله  یشهیر )f x 0یشهیشود و سپس ری، شروع مین نه چندان دور از جواب واقعیجواب آغاز یکتم با ی، الگور ( )f x 0 
ن خط یبرخورد ا یمشهود است، نقطه 1گونه كه در شکل شود. همانین زده می، تخمfیخط مماس همان نقطه بر منحن یلهیوسبه

) یشه واقعیر یبهتر برا یبیها تقرxمماس با محور )f x 0باشد.ین میآغاز ی، نسبت به نقطه 

)برای بهبود جواب  )kx درk دست آوردنوتن رافسون و بهیتم نین مرحله از الگوریام( )kx 1 یواقع یشهیتر از رقیدق یبیعنوان تقربه 
 :شودیر استفاده میصورت زمشتق به یمعادله، از مفهوم اصل

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

k
k

k k

Y f x
f x ،

X x x 

 
  

  1

0 

 جهینترو د

  

 

 

 

 

 

 

)بیوتن رافسون جهت بهبود تقریتم نین مرحله از الگوریام kیهندس عملكرد -1شکل  )k
x

1  نسبت به( )k
x. 

 

)نیب با جواب آغازیكار تقر )x , یازاتم بهی( در هر مرحله از الگور1) یبازگشت یه به رابطهشروع و با توج 0 , ,k 1 2 ب یتقر 3

ابد كه مقدار ییادامه م ییتم تا جاین الگوریارائه خواهد شد. ا یترقیدق
( )

( )

( )

( )

k

k

f x

f x
)طور معادل مقدار ها بی،  )( )kf xیاندازه، به 

 .(1984)توماس و فینی،  رسیده است ییتم به همگرایجه بتوان ادعا كرد كه الگورینتک شود و درچكو یكاف

(1) 
( )

( ) ( )

( )

( )
.

( )

k
k k

k

f x
x x

f x

  

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جا نیدر ا یرا دارند، ول مسئلهن یحل ا ییتوانا ،یمتعدد یهاد. گرچه روشیرینظر بگرا در یقیعدد حق یکافتن جذر ی یمسئله -1مثال 
x ید معادلهی، با612افتن جذر ی یطور مثال، براهم. بیریبگ یاری مسئلهنیوتن رافسون جهت حل ایتم نیم از الگوریخواهیم 2 612 

)صورتشود بهیكار برده مهوتن رافسون بیكه در روش ن یتابع ،نیرا حل نمود. بنابرا )f x x 2 )با مشتق 612 )f x x  2 
)ن ازیغازعنوان جواب آاست. اگر به )x 0 تر قیدق 612ب زدن عدد یر عمل تقریدر مراحل ز kشیگاه با افزااستفاده شود، آن 10

  .ردیگیصورت م

 

 

 

 
 . (https://en.wikipedia.org)ده شده است یكش، خط ب زده شدهیمرحله تقر ح در هریطور صحر ارقامی كه بهیها، زكه در آن

 

 

 

 

 

 

)تابع  یروند همگرایی الگوریتم برای یافتن ریشه  -2شکل  )f x x 2 )آغازین  یازای نقطهبه  612 )x 0  .1در مثال  10

 

)cosی مثبت معادلهشهیافتن ریبرای  -2مثال  )x x )وتن رافسونیتم نیدر الگور ،3 ) cos( )f x x x  شود. ینظر گرفته مدر 3
)cosم یدار xهر یازاجا كه بهاز آن )x 1  هر  یازابهوx 1 م یدارx 3  یمعادله در بازه یشهیجه گرفت كه ریتوان نتی، م1
[ , )تم را با ین الگوریبنابرا ؛قراردارد 01[ ) /x 0 0   .مینكیآغاز م 5

 

 

 

 

     
شود یگونه كه مشاهده ممانده شده است. هی، خط كشب زده شدهیح در هر مرحله تقریطور درست و صحارقامی كه به ریها، زكه در آن

) ی)برا 2، از تسا ب زده شدهیكه بعد از اعشار درست تقر یتعداد ارقام )x ن یافته است كه ایش یافزا 12و  10و سپس به  5( به 3
 . (https://en.wikipedia.org) باشدیتم مین الگوریدر ا ییهمگرا یاز سرعت بالا یموضوع ناش

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )
/

( )

( ) /
/ /

( ) /

/

/

/

f x
x x ،

f x

f x
x x ،

f x

x ،

x ،

x ،


    

 


    

 

  

  

  

0 2
1 0

0

1 2
2 1

1

3

4

5

10 612
10 35 06

2 10

35 06 612
35 06 26 3955056

2 35 06

24 7906355

24 7386883

24 7386338

 

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) cos( / ) /
/ /

( ) sin( / ) /

( )
/

( )

/

/

/

f x
x x ،

f x

f x
x x ،

f x

x ،

x ،

x ،

x


    

   

   


  

  

  

  

0 3
1 0

0 2

1
2 1

1

3

4

5

6

0 5 0 5
0 5 1 112141637097

0 5 3 0 5

0 9096772693636

0 867263818209

0 865477135298

0 865474033111

/ ،0 865474033102
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)تابع  یروند همگرایی الگوریتم برای یافتن ریشه -۳شکل  ) cos( )f x x x  )آغازین  یازای نقطهبه  3 ) /x 0 0  .2در مثال  5

 

 ن نامناسبیمعادلات و نقاط آغاز -۳

 نیتابع ندارد. در ا یشهیح به ریصح ییجهت همگرا ینیمگونه تضچین، هیآغاز یو نقطه fوتن رافسون با توجه به شکل تابعیروش ن
 .(https://en.wikipedia.org)تم مطرح شده است ین الگوریبخش چند مثال خاص از رفتار نامناسب ا

) یبا ضابطه fم كه تابعیدانیم -3مثال  )f x x  xدر  21 0 مم بوده و یماكز یداراx  1 یمعادله یهاشهیر 
( )f x 0 نیآغاز یباشند. اگر نقطهیم( )x 0 )آن یازاكه به 0 )f x 0 ن یگاه در اولتم انتخاب گردد، آنیشروع الگور یبرا

تم مقداریالگور یمرحله
( )

( ) ( )

( )

( )

( )

f x
x x

f x
   



0
1 0

0

1
0

0
 ف نشده است. یتعر 

 

 

 

 

 

)های تابعروند همگرایی الگوریتم برای یافتن ریشه  -۴شکل  )f x x  )ازای نقاط آغازین به  21 ) /x 0 0 )برای یافتن ریشه مثبت(  1

)و  )x  0  .۳)برای یافتن ریشه منفی( در مثال  5

 

معادله  یواقع یشهیبه ر یید كه از همگراافتیدور نامحدود ب یکاز معادلات، داخل  یبعض یازان بهیاز نقاط آغاز یممکن است برخ
 كند. یریجلوگ

)نیآغاز ینقطه -4مثال  )x 0 )یرخطیحل معادله غ یرا برا 0 )f x x x   3 2 2 حالت در ایند. یرینظر بگدر 0

( )

( ) ( )

k

k k

x x

x x
x x

x





 
 



3
1

2

2 2
3 2

)تم یالگور یمرحله نی، در نخست5 و لذا همانند شکل   )x 1 مرحله نیو در جواب دوم 1

 یین امر از همگرایخواهند ماند كه ا یباق 1و  0چنان دو عدد تم همیالگور یهان جوابیم. بنابرایگردین برمیآغاز یمرحله یعنیبه صفر 
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))مثلا  1و  0جز نقاط ه آغازینی ب ند. بدیهی است كه این مشکل با اختیار نقطهكیممانعت م یواقع یشهیتم به ریورالگ ) /x 0 0 5 )
 را ببینید(.  6گردد )شکل رفع می

 

 

 

 

 

xخطوط مماس بر تابع  -5شکل  x 3 2  ند.كیها را قطع مxمحور 1و  0ب در نقاط یترتبه 2

 

 

 

 

 

 

)تابع  یروند همگرایی الگوریتم برای یافتن ریشه  -6شکل  )f x x x  3 2 )به ازای نقطه آغازین   2 ) /x 0 0  .۴در مثال  5

 

ن یجواب آغاز ،كه در ابتداواگراست مگر آن ینیازآغ یهر نقطه یازاوتن رافسون بهیاست كه روش ن یاگونهاز توابع به یت بعضیماه
 نامحتمل است. ین خود امریمعادله باشد كه ا یشهیقاً همان ریدق

x یمعادله -5مثال  3 xجواب  یرا كه دارا 0 0 د. در هر مرحله از حل معادله یرینظر بگاست، در( )f x x 3 له یوسبه 0
)هر نقطه یازاوتن رافسون و بهیتم نیالگور )kx میدار: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
.

( ) ( )

k k
k k k k

k k

f x x
x x x x

f x x




     



1 3
1

2 3 2
3

 

، یبلق ینسبت به مرحله یتر از جواب واقعشیب یاگر محور، با فاصلهیطرف دیکتم جواب را به یاست كه در هر مرحله، الگور یهیبد
)وتن رافسون برای تابع یتم نیت، جواب الگورحقیقیند. دركیپرتات م )f x x


 هر  یازابه/ 0 0 سمت ، همگرا نبوده و به5

 كند.نهایت میل میبی
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 1یینمان درستیترشیبرآورد ب دروتن رافسون یتم نیكاربرد الگور -۴

 یپارامترها یبرا یینمان درستیترشیبرآورد ب یمحاسبه یعنیتن رافسون در آمار، ویروش ن ین كاربردهایتراز مهمییکن بخش به یدر ا
ل مثایکآن  یم و برایریگینظر مپارامتر مجهول را در یکبا  یاجامعه یعنین حالت ممکن، یترم. ابتدا سادهیپردازیمجهول جامعه م

 . میدهیم میتعم یحالت چند پارامترسپس روش را به ،میدهیارائه م

 پارامتر جامعه کبرآورد ت  ۴-1

nX,...,یتصادف یهنمون X )احتمال یا تابع چگالیبا تابع جرم احتمال  یعیرا از توز 1 ; )f x  م كه در آن یریگینظر مدر  پارامتر
)دهشد مقدار مشاهدهیباشد. فرض كنیمجهول جامعه م ,..., )nX X X تم آن را یو لگار یینمان تابع درستیچنو هم xرا با  1

)ب بایترتبه ; )L x  و( ) ln ( ; ) ln ( ; )
n

ii
l L x f x  


  1

روش به م. منظور از برآورد پارامتر مجهولیدهینشان م 
گر، اگر یدنه شود. به بیانیشیب یینماتابع درست آن  یزااهه بك یطورهب ،پارامتر است یدر فضا یاافتنی، یینمان درستیرتشیب

̂یبرا یینمان درستیترشیبرآورد بگاهد، آنباش ˆ( )l  0یینمان درستیترشی. اگر برآورد ب پس آن را با نیاكه از
( )MLE  یگذاریگاه با جاتا باشد، آنیکم موجود و یدهینشان مf l   وˆx   وتن یتم نی( از الگور1) یفرمول بازگشتدر

  :میرافسون دار

ه، استفاده از یافتن مقدار برآورد اولی یهااز روش ییکم. یاز دارینن ازیبرآورد آغازیکتم به یشروع الگور یاست كه برا یهیبد
حاصل  رگاه برآوردگخوب باشد، آنیبرا یكاف یاندازهن بهیاست. اگر برآورد آغاز یروش گشتاوررد بهگر مانند برآوید یبرآوردگرها

 عبارتبه (؛2015)بیکل و داكسام، است  یینمان درستیترشیب یبرآوردگرها یات بزرگ نمونهیخاص یگام از الگوریتم دارادر اولین
 دیگر 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ) ( , )
( )

D

n
X

l l N ،
I

    





   1 0 0 1 0 1 

)تصادفی یبر نمونهكه در آن مبتنی ,..., )nX X X 1 ،( ) ln ( ; )l L X   وln ( ; )E L X


  
     

2

 ( )XI    اطلاع

 باشد.میدر مورد Xفیشر

)د یفرض كن   .(یپارامتر  کت یع کوشیرامتر در توز )برآورد پا -6مثال  ,..., )nX X X  ،یكوش عیاز توز یتصادف ینمونه یک 1
 :ر باشدیاحتمال ز یبا تابع چگال

( ; ) .
( ( ) )

f x ،
x

 
 

    
  2

1
1

 

401575/10xیتصادف ید نمونهیمثال فرض كننیدر ا 1 ،498862/11x 2 ،985913/8x 3 ،935000/8x 4 ،
168302/10x 5 شده، توابعمشاهده ین نمونهیاساس امشاهده شده است. بر یع كوشیبا توز یااز جامعهl وl  بهنسبت   در

 .ستا رسم شده 7شکل 

                                                           

1 Maximum Likelihood Estimate (MLE) 

(2) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( ).k k k kl l      1 1 
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 .6)تصویر بالا( و مشتق آن )تصویر پایین( در مثال  یینماتم درستیتابع لگار  -۷شکل 

 

)نیآغاز یعنوان نقطها بهنمونه ر یانهیا مین و یانگیكدام از متوان هری، محول یع كوشیبا توجه به تقارن توز )̂  ینظر گرفت. ولدر 0
  یگذاریم.  با جاینكیه استفاده میعنوان برآورد اولنمونه به یانهیوجود ندارد، از م یع كوشیها در توزiXیاضید ریجا كه اماز آن

( )
( )

( )

ˆ
ˆ( )

ˆ( )

kn
k i

k
i i

x
l

x







 

 
 2

1

2
1

و    
( )

( )

( )

ˆ( )ˆ( )
ˆ( ( ) )

kn
k i

k
i i

x
l

x






 
 

 


2

2 2
1

1
2

1  
تم مشخص یالگور یبازگشت ی(، رابطه2در )

)نیآغاز ینقطه کكمشده و به )̂ باشید كه حل دقیق معادله  داشتهدرج شده است. توجه  1تم در جدول یالگور ییگرامراحل هم 0
ˆ( )l  0 منظور یافتن به( )MLE  گزین، برای یافتنعنوان روشی جایهنیست و ب ممکندر این مثال( )MLE توان از می

)را اگریباشد، زیم یبحران ،نیآغاز ی، انتخاب نقطه7های عددی استفاده كرد. با توجه به تصویر پایین شکل روش )̂  74/8تر از كم 0
)ی، دنبالهدوشانتخاب  84/11تر از شیو ب )ˆ{ }k  مثال، نیوتن رافسون ایتم نیالگور یاانهیرا یبرنامه ید. برای مشاهدهدرگ یمهمگرا

 د.ییمه را مشاهده نمایقسمت الف از بخش ضم

 .یع كوشیبرآورد پارامتر توز یبرا 6تم در مثال یالگور ییمراحل همگرا  -1جدول 

 

 

 

 

 مان چند پارامتر جامعهزمبرآورد ه  ۴-2

)م داد. اگریر تعمیاست، به صورت ز یبردار كه یحالت یتوان برایرا م 1-4شده در بخش روش ارائه , , )T

p   بردار  1
 باشد كه در  آنمی (2) یفرمول بازگشت ،اساس كار ،پارامتریگاه همانند حالت تکمجهول جامعه باشد، آن یپارامترها

ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ), , ( ))T

p

l l l  
 

 
 

 1

)چنین و هم  )ˆ( )kl  یهاهیبا درا یسیماتر ˆ ˆ( ) ( )ij

i j

l l 
 


 

 

2

قسمی  هاست ب 

( )ˆ( , )kL x ( )ˆ( )kl  ( )ˆ k k 
0.00014854 -8.814589 10.1683 0 

0.00015174 -8.793278 10.0447 1 
0.00015175 -8.793212 10.0372 2 
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ˆباشد. گفتنی است كهشماره ستون ماتریس می jشماره سطر و iكه ˆ ˆ( ) ( ) ( )
i j p p

H l l  
 



 
   

   

2

ماتریس هسین  

)تابع  )l  ی بر مشاهدات نام دارد كه رابطهمبتنیˆ ˆ( ) ( )xH I   (2000، 1)نایت  شر داردیس اطلاع فیبا ماتر. 

)دیفرض كن   .(یبل دو پارامتر یع وای)برآورد پارامترها در توز  -7مثال  ,..., )nX X X بل با یوا عیاز توز یتصادف ینمونه یک 1
 احتمال  یع چگالتاب

exp
( ; , ) ,

a

a

a

a x
x ،ifx

f x a b ،ab،b b

if x ،


   

         




1 0
0

0 0

 

)شدهمقدار مشاهدهو با  / ,  / ,  / ,  / ,  / )x  0 768 0 375 1 858 1 235 0 ل یع، كه اغلب در تحلیتوزنیاست ا ی. گفتنباشد 468
aرد، در حالت خاصیگیبقا مورد استفاده قرار م یهاداده 1 پارامترشود. هدف، برآورد یم ییع نمایبه توزلیتبد( , )Ta b  

 برابر است با  یینماتم تابع درستیحالت، لگارنیاست. در ا xبردار مشاهدات یهیو بر پا یینمان درستیترشیروش ببه

( ) ln ln ( )ln .

an
i

i

i

x
l a a b a x

b




  
      

   


1

1 

)آغازین یبر نقطهنمایی مبتنیترین درستبرآورد بیش، nlmاساس تابع بر )ˆ ˆˆ( , ) ( , )T Ta b  0 3 دور چرخش  13پس از  ،4
)الگوریتم نیوتن رافسون، برابر )ˆ ( / , / )T 8 1 84 1 را ببینید(. توضیح  مهیقسمت ب از بخش ضمو  8دست آمده است )شکل به 07

مندان جهت هروش نیوتن رافسون است. علاقسازی توابع بهبه كمینه ت كه قادراس Rافزار از نرم statsیکی از توابع پکیج  nlmكه آن
 ند.یمراجعه نما (1995، 2)كیو و توكاس توانند به مرجع یپارامتره، مبل سهیع وایشتر در مورد توزیب یكسب اطلاعات و بررس

                                                           

1 knight 
2 Qiao & Tsokos 
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)یینماه تابع درستیرو  -8شکل ; )L x یینماگاریتم درسته تابع لی)تصویر بالا سمت راست(، رو( )l   ،)تصویر پایین سمت راست(

 .7نمایی )تصویر سمت چپ( در مثال ترین درستو  برآورد بیش یینماكانتورهای تابع لگاریتم درست

 تمیح از الگوریصح یاستفاده یچند نکته برا -5

 نتیجه پیوستگی تابع رپذیری و دبا توجه به شرط مشتقf یتم نیوتن رافسون، شاید در ابتدا تصور شود که ن افتی در استفاده از الگور
)حتمالا یوسته با تابع چگالیپ یتصادف یرهاییمتغ یتم تنها براین الگور یبا استفاده از ا یینمان درستیتر شیبرآورد ب ; )f x   کاربرد
)افتنی ید توجه داشت که برای، با1-4ش با توجه به بخ یدارد. ول )MLE   وتن رافسون، هدف حل یتم نیبا استفاده از الگور

)ˆیمعادله )l   lتابع یستگو یجه پیو در نت یر یپذشرط مشتق ،رونیاز ( بوده و اx)و نه حسببر  0  است که  یهیبد یشرط
 باشد.یز میگسسته ن یتصادف یرهاییمشمول متغ

  اگر ( )ˆn  0  گاهنگرا باشد، آع همیدر توز ( )ˆ ˆ P

n
n   1 ˆکه در آن 0

n
 برآورد( )MLE  و( )̂ برآوردگر  1

)نیآغاز  ینقطه یازاتم بهیگام الگور نینخست )̂  (.2000)نایت، باشد یم 0

 نیا. از را ارائه دهد یب نامناسبیوتن رافسون ممکن است تقر یتابع دور باشد، روش ن یاصل ی شهین از ر یجواب آغاز  یمتاسفانه وقت 
از  بهبود آن را ییمعادله شروع شود تا توانا یاز جواب واقع یه نه چندان دور یوتن رافسون بهتر است با جواب اولینتم یالگور  ، رو

 دست ندهد.
  اگر3با توجه به مثال ،( )ˆ( )kl    ندارد. یین روش کارایگاه اباشد، آن 0

 گرا نباشد.ون هموتن رافسیتم نی، ممکن است الگور 5و  4 یهابا توجه به مثال 
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  ریتمام مقاد یازااگر به یباشد نامساویتابع م یواقع یشهیکه شامل ر  یادر بازه 

 

)نیهر مقدار آغاز  یازا گاه بهبرقرار باشد، آن )̂ عنی ی ؛است و نه لازم ین شرط کافیگراست. البته امتم هین بازه، الگور یمتعلق به ا 0
حال رویکرد نیوتن عین( صدق کند، اما در 3) یرش در رابطهیافت که مقادیای نتوان گونهبه یواقع یشهیشامل ر  یاممکن است بازه

ین درسترافسون در برآورد بیش  (.1984)توماس و فینی، گرا باشد نمایی همتر

 تابع  یوظیفهnlm عنوان اولین آرگومان هسازی تابعی است که بهکمینnlm  ین نظر گرفته شده است. لذا در برآورد بیشدر تر
یتم نیوتن رافسون به هم  ی، گرچه دنبالهnlmکمک تابع  نمایی بهدرست  رسند یکتا نیست و هم بهگرایی مینقاطی که طبق الگور

ین و هم به تابع اکیدا نآغا ینقطه  یشدهبرآورد ی( بستگی دارد، اما نقطهlو یا L،L1نمایی )مانندرستحسب تابع دزولی بر ز
 ( یکتاست.Lصورت عدم وجود چندین ماکزیمم موضعی براینهایی )در

 گیرینتیجه -6

روش تحلیلی  نمایی وقتیترین درستنمایی برای یافتن برآورد بیشوتن رافسون در حل معادلات درستیتم نیالگور كاربرد ،در این مقاله
های همراه مثالمطالب این مقاله بهم، یل در انتقال مفاهیتسه منظورد ندارد، توضیح داده شده است. بهها وجوریاضی برای حل آن

 صحیح از این الگوریتم، مطرح شده است. یمورد اسفادهدر و نکاتی یاانهیرا یهامتنوع، برنامه

 یگزارسپاس

 یهیولا ینسخه یكه نظراتشان موجب ارتقا یاوریرضا ین و علیدوپورجعفر ی، مرتضیاز زحمات آقایان دكتر محمود طاهر لهیوسن یبد
 .گرددیم ین مقاله شده است، تشکر و قدردانیا

 منابع 

  .58-54 ،(2)9، یآمار هشیاند . EMایی از الگوریتم ه(. مثال1383) پرچمی، ع.

Bickel, P. J., & Doksum, K. A. (2015). Mathematical statistics: basic ideas and selected topics, volume I . CRC 

Press.  
Knight, K. (2000). Mathematical statistics. CHAPMAN & HALL/CRC: New York. 

Thomas, G. B., & Finney, R. L. (1984). Calculus and analytic geometry. Addison Wesley Publishing Company.  
Qiao, H., & Tsokos, C. P. (1995). Estimation of the three parameter Weibull probability distribution. Mathematics 

and computers in simulation, 39(1-2), 173-185.  

Newton's method. (n.d). Retrieved from http://en.wikipedia.org/wiki/Newton-Raphson_method 

Ypma, T. J. (1995). Historical development of the Newton–Raphson method. SIAM review, 37(4), 531-551. 
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 میضما

 ها مطرح شده است.از مثالبرای برخی Maple 7اساس نرم افزار روتن رافسون بیتم نیالگور یاانهیرا یهان بخش، برنامهیدر ا  

   6مثال  یبرنامه الف(

>  x(1):=10.575140: 

>  x(2):=11.624988: 

>  x(3):=8.985913: 

>  x(4):=8.935000: 

>  x(5):=10.168302: 

>  l:=Sum('-ln(Pi)-ln(1+((x(i)-a))^2)', i'=1..5); 

>  A:=diff(l,a); 

>  AA:=diff(A,a); 

>  A:=a-> sum(-(-2*x(i)+2*a)/(1+(x(i)-a)^2),i = 1 .. 5); 

>  AA:=a-> sum(-2*1/(1+(x(i)-a)^2)+(- 2*x(i)+2*a)^2/((1+(x(i)-a)^2)^2), i = 1.. 5); 

>  p:=a->a-(A(a)/AA(a)); 

>  a_old(-1):=0: 

>  a_old(0):=9: 

>  k_a:=0: 

>  while abs(a_old(k_a-1)- a_old(k_a))>0.0001 do a_new:=p(a_old(k_a)); 

a_old(k_a+1):=a_new; 

a_old(k_a):=a_old(k_a); 

k_a:=k_a+1   

   od; 

>  plot(l,a=0..20); 

>  plot(A(a),a=0..20); 

 7مثال  یبرنامه ب(

>  x(1):=0.76818124: 

>  x(2):=0.37550860: 

>  x(3):=1.85810086: 

>  x(4):=1.23559542: 

>  x(5):=0.46788881: 

>  l:=Sum('ln(a)-ln(b)+(a-1)*(ln(x(i)))-(b^(-1))*((x(i))^a)', 'i'=1..5); 

>  A:=diff(l,a); 

>  AA:=diff(A,a); 

>  B:=diff(l,b); 

>  BB:=diff(B,b); 

>  AB:=diff(A,b); 

>  A:=(a,b)-> sum(1/a+ln(x(i))- x(i)^a*ln(x(i))/b,i = 1 .. 5); 

>  AA:=(a,b)-> sum(-1/(a^2)- x(i)^a*ln(x(i))^2/b,i = 1 .. 5); 

>  B:=(a,b)->sum(-1/b+x(i)^a/(b^2),i =1 .. 5); 

>  BB:=(a,b)->sum(1/(b^2)-2*x(i)^a/(b^3),i = 1 .. 5); 

>  AB:=(a,b)-> sum(x(i)^a*ln(x(i))/(b^2),i = 1 .. 5); 

>  with(linalg): 

>  IM:=(a,b)-> inverse(array([[AA(a,b),AB(a,b)],[AB (a,b),BB(a,b)]])); 

>  V:=(a,b)- array([[A(a,b)],[B(a,b)]]); 

>  P:=(a,b)->evalm(array([[a],[b]])-IM(a,b)&*V(a,b)); 

>  E:=array([[10^(-3)],[10^(-3)]]); 

>  P(-1):=array([[0],[0]]); 

>  P(0):=array([[1.570193102], [.7312167594]]); 

>  k:=0: 

>  while abs(P(k-1)[1,1]-P(k)[1,1])>E[1,1] and abs(P(k-1)[2,1]-P(k)[2,1])>E[2,1] 

do 

P(k+1):=P(P(k)[1,1],P(k)[2,1]); 

k:=k+1; 

P(k-1):=P(k-1) 

   od; 

>  plot3d(((a/b)^n)*((product(x(i), i=1..5))^(a-1))*exp(-(b^(-1)) *(sum('((x(i))^a)' 

,'i'=1..5))),a=0..5,b=0..2). 


