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Purpose: In this paper, the robust path centdian problem is investigated on tree networks with the same interval vertex 
weights for the both path center and path median problems. The used objective function in this paper is the simple sum 
of path median and path center problems. In the past research works, the vertex weights for the both path median and 
path center location problems are disjoint. 

Methodology: The used approach to compute the robust solution is the minmax regret criterion. In this method, for 
any selected path on the tree, the maximum value of regret is minimized for all possible events of vertex weights. 

Findings: Using the minmax regret criterion, an algorithm with  time complexity is presented to obtain a robust 
solution of the robust path centdian problem on tree networks. 

Originality/Value: In this paper, using the worst case scenarios for the path median and path center we obtain the 
worst case scenarios of robust centdian problem. Then we obtain a robust solution for this problem. 
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 مقدمه -1

باشند که با توجه به کاربردهای متعددی که در عمل و می یباتیسازی ترکای در بهینههای پایهها جزو مدلدهندهیابی سرویسمکان مسایل
ین ها از بیابی روی یک سیستم، هدف یافتن بهترین مکاناند. در یک مدل مکانپژوهشگران قرار گرفته موردتوجهتئوری دارند، همواره 

مجموعه مشتریان  کهطوریبهباشد می دنظرمورهای ارزیابی با توجه به معیار هادهندهسیسروهای کاندید برای تاسیس مجموعه مکان
کاندید  هایتواند شبکه یا فضای اقلیدسی باشد. مکانسیستم تحت مطالعه میشوند.  دهیسرویسبه بهترین نحو  ر روی سیستمبموجود 

ره ند ستاره، کاکتوس و غیهای خاص ماننقطه، مسیر، درخت و یا زیرگراف صورتبهتوانند ، میهاشبکهها روی دهندهتاسیس سرویس برای
. از شوندیابی جامع نامیده میمکان مسایلهای خاص باشند، و زیرگراف های کاندید به فرم مسیر، درختی که شامل مکانمسایلباشند. 

 مسایلدر  هادهندهها در یک شبکه شهری اشاره کرد. سرویستوان به مسیریابی خط لوله آب، گاز و جادهمی مسایلکاربردهای این نوع 
 گاهآنشند، هایی از شبکه بادهنده روی شبکه، راسیابی جامع به دو صورت پیوسته و گسسته هستند. اگر دو نقطه انتهایی یک سرویسمکان

بی یامکان لمسایشود. در ادبیات تحقیقی، پیوسته نامیده می نظر گسسته و اگر حداقل یک نقطه انتهایی آن راس نباشد،دهنده موردسرویس

                       

 و تحقیق در عملیات گیریتصمیم 
  1-14(، 1401)، ویژه، شماره 7دوره  

 www.journal-dmor.ir 

 پژوهشی نوع مقاله:

 یدرخت یهاشبکهای روی های راسی بازهوزن مسیر استوار با یانهم-مرکز یابیله مکانامس

 1سودابه سیدی قمی ،*،1فهیمه باروقی
 .ایران، صنعتی سهند، تبریز دانشگاه ،مهندسی پایه علوم دانشکده ،کاربردی ریاضی روهگ1 

ای یکسان برای هر دو مساله های راسی بازههای درختی با وزنمیانه مسیر استوار روی شبکه-یابی مرکزدر این مقاله، مساله مکان هدف:
در این مقاله، جمع ساده تابع هدف مساله میانه مسیر و مرکز مسیر  شدهاستفادهتابع هدف  گیرد.قرار می موردبررسیمیانه مسیر و مرکز مسیر 

جزا در نظر م یابی میانه مسیر و مرکز مسیربرای هر دو مساله مکان ریوسدر کارهایی که در ادبیات تحقیقی صورت گرفته است، وزن  است.
 گرفته شده است.

مقدار  شترینیب یکرد،رو یناست. در ا یمانیپش ینیماکسم یکردرو محاسبه جواب استوار، یبرا شدهاستفاده یکردرو شناسی پژوهش:روش
 ینیممم یدرخت یهاگراف یراس یهاوزن یممکن برا یرخدادها یتمام یبه ازا ی،درخت یشبکه یرو شدهانتخاب یرهر مس یبرا انییمپش

 .شودیم

-برای محاسبه جواب استوار مساله مرکز اجرای  بازمان یباتیترکپشیمانی، یک الگوریتم  مینیماکس با استفاده از رویکرد ها:یافته
 شود.می ارایههای درختی میانه مسیر استوار روی شبکه

مرکز مسیر و میانه مسیر، سناریوهای بدترین  مسایلدر این مقاله، با استفاده از سناریوهای بدترین حالت  علمی: افزودهارزشاصالت/
 شود.محاسبه می موردنظرستفاده از آن، یک جواب استوار برای مساله و با ا یداشدهپمیانه مسیر استوار -حالت مساله مرکز

 .معیار مینیماکس پشیمانییابی مسیر، مکان میانه،-سازی استوار، مساله مرکزبهینه ها:کلیدواژه

 چکیده
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، اغلب به دو صورت با طول مسایلاند. این و بررسی قرار گرفته موردبحثدرخت /میانه مسیر-مرکز مسیر/ درخت، میانه مسیر/درخت و مرکز
 .اندشدهمحدود و نامحدود بررسی 

مجموعه مشتریان موجود روی شبکه باشد   باشد. فرض کنید  و مجموعه یالی  راسی یک شبکه با مجموعه  فرض کنید
باشد. در   مجموعه همه مسیرها روی شبکه  اختصاص داده شده است. همچنین، فرض کنید  وزن  به هر مشتری کهطوریبه

 زیر باشد: مسالهیک جواب بهینه برای  کهطوریبهاست   میانه مسیر هدف پیدا کردن یک عضو-مساله مرکز

 .  ه در آنک

عی از های قطشوند. در موقعیتقطعی تقسیم میمتناوب به سه دسته قطعی، ریسک و غیر طوربهگیری های تصمیمدر حالت کلی، موقعیت
ازی احتمالی سهای ریسک از بهینهشود. در وضعیتتابع ارزیابی مشخص استفاده می برحسبسازی قطعی برای انتخاب تصمیم بهینه بهینه

 مطرح در دنیای واقعی که مسایلشود. در بسیاری از بسته به نوع عدم قطعیت استفاده می غیرقطعی های غیرقطعی از رویکردهایو در محیط
ل تحت تاثیر عوام مسالههای ورودی یتی روبرو هستیم که پارامترها و داده، اغلب با وضعشوندمیبندی سازی فرمولهای بهینهمدل صورتبه

 باشند.از عدم قطعیت برخوردار می غیره، تورم و وهواآبای، تصادف، زلزله، شرایط مختلفی مثل شرایط جاده

ای، ورودی از نوع بازه هایدارای داده ی هستند کهمسایلاست که شامل  غیرقطعیسازی ترین انواع بهینهسازی استوار یکی از گستردهبهینه
 موردبررسی( 1973) 1، اولین بار توسط سویسترمسایلمجموعه سناریوهای گسسته، کروی، چندوجهی، مخروطی و بیضوی باشند. این نوع 

در . گسترش داده شدند (2004) 4سیم برتسیماس و ( و1995) 3وی و همکارانمول(، 2000) 2تال و نمیروفسکیسپس توسط بن .قرار گرفتند
رادسار ها )مقاله بهتوانید عات بیشتر میسازی زیادی در حوزه عدم قطعیت استوار بررسی شده است که برای اطلاهای اخیر مسایل بهینهسال

؛ یوسفی 2021، 8بطحائیو  قهرمانی نهر؛ 2019، 7جهرمی زادهپور و فاخر؛ حسینآماده انتشار ،6؛ کوچکی و همکاران2021، 5و همکاران
 مراجعه کنید. (2021، 9و همکاران ئهنومرو

 آمدهدستبهنتایج مهم  ،3بخش آورده شده است. در  شدهانجامقات یاز تحق یانهیشی، پ2بخش باشد: در صورت زیر میمقاله به دهیسازمان
 میانه مسیر استوار تحت-یابی مرکزمکان مسالهشود. سازی استوار آورده میتعاریف و مفاهیم بهینه میانه مسیر قطعی،-مرکز مسالهدر مورد 

گردد. در پایان می ارایهای در زمان چندجمله مسالهشود. سپس رویکرد جوابی برای حل این معرفی می 4معیار مینیماکس پشیمانی در بخش 
 شود.می ارایهگیری مختصر از کل مقاله یک نتیجه

 پیشینه پژوهش -2

میانه از -یابی میانه، مرکز و مرکزمکان مسایلگسترده و متنوع است که  مسایلمتفاوت، شامل  یابی به خاطر وجود توابع ارزیابیحوزه مکان
اند. با توجه هقرار گرفت بررسیموردای های کاندید نقطههایی با مکانابتدا روی شبکه مسایلاین حوزه هستند. این  مسایلترین و پرکاربردترین مهم

یابی با مکان مسایلهستند،  های خاص(های مسیری شکل )درختی شکل و گرافدهندهدنیای واقعی دارای سرویس مسایلاغلب  کهاینبه 
های روی شبکه (1982) 10اسلیترتوسط  مساله میانه مسیر برای اولین بار قرار گرفتند. موردتوجهگسترده  طوربه های کاندید مسیری شکل نیزمکان

نشان داد که ( 1990) 11ریچی .بدون حل بود 1996تا سال  که طول مسیر محدود بودحالتیاما این مساله در؛ حل شد درختی در زمان خطی
نشان دادند که این مساله هم در حالت  (1993) 12حکیمی و همکاران .است کامل های غیرهموار مسیر گسسته روی گراف یانهم  مساله

، یک عدد ثابت باشد  ها نشان دادند که اگرسپس آن. استسخت   مسایلهای هموار نیز جزء گسسته و هم در حالت پیوسته روی گراف

                                                             

1 Soyster 
2 Ben-Tal and Nemirofski 
3 Mulvey et al. 
4 Bertsimas and Sim 
5 Radsar et al. 
6 Kouchaki Tajani et al. 
7 Hoseinpour and Fakharzadeh Jahromi 

8 Ghahramani nahr and Bathaee 

9 Yousefi Hanoomarvar et al. 

10 Slater  
11 Richey 
12 Hakimi et al. 
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برای آن معرفی     اجرای بازماناست و یک رویکرد جواب  حلقابلای جملههای درختی در زمان چندگرافاین مساله روی  گاهآن

اولین الگوریتم را  (1996) 2و لو پنگ  .کرد حلها در زمان نیز این مساله را روی درخت( 1996) 1چند سال بعد نویک کردند.
آنهای های درخت مثبت و وزن راس، طول یالدر این روش. دادند ارایه برای حل مساله میانه مسیر گسسته با طولی برابر با عدد ثابت 

 های کارای دیگری که برای حل مسالهالگوریتماست. هاشده توسط آن ارایهدر نظر گرفته شده است. زمان اجرای روش  یک
 (2000) 4وانگ و لین. (2000هستند )وانگ و لین،  (1997) 3و همکاران پهای آلسترا، الگوریتمشدند ارایه دارکرانفوق با طول مسیر 

های این مساله را روی شبکه (b2002، a2002) 6و همکاران بیکر حل کردند. در زمان  میانه مسیر را-p مساله( 1998) 5وانگ و
ها نشان ، آنچنینکرد. هم تغییر دار این زمان اجرا به های وزنحل کردند. روی درخت در زمان  داروزن یرغدرختی 

این  (2007همکاران )، بیکر و علاوهبه .شده توسط پنگ است ارایهی مساله ی این مساله کمتر مساوی مقدار بهینهدادند که مقدار بهینه
، کهطوریبههای یالی مثبت در نظر گرفتند منفی و طولهای راسی نابا وزن مستطیلی  دارجهتهای توری غیرمساله را روی گراف

، های دوبخشیرا روی گراف موردنظر مساله( 2009) 7و همکاران بالاسوب رامانیان. بود دارکرانهای آن از بالا طول مسیر یا تعداد یال
ها یک در نظر گرفته شده است. زمان اجرای ی یال، طول همهدر این مقالهگرفتند. ای حقیقی در نظر های بازههای آستانه و گرافگراف

نشان دادند که  (2008) 8و همکاران است. لاری و ، های بالا به ترتیب برابر با شده روی گراف ارایهالگوریتم 
سخت بودن مساله حتی روی  ها نشان دادند که ، آنچنینتواند کاکتوس گراف نیز باشد. همی ریچی میدر مقاله موردنظرگراف 

. وی مساله میانه مسیر را بدون هیچ محدودیتی روی طول مسیر، روی (2011، لاری و همکاران) تر نیز برقرار استهای سادهگرافکاکتوس 
 آمدهدستبهنتیجه ( 2014) 9و همکاران های یالی یک در نظر گرفت. پورتوهای راسی نامنفی و طولهمبند با وزنهموار های غیرگراف

های راسی ها با وزنروی کاکتوس گراف میانه مسیر گسسته به ازای  توسط حکیمی را دوباره بررسی کردند و نشان دادند که مساله
، با ، با ازای چنینهم .باشد ها حداکثر برابر با این مسیر های یالی، اگر مجموع طولاستکامل   های یالی مثبتنامنفی و طول

مساله مرکز مسیر را  ،(1981) 10نو همکارا هدتنیمی کامل خواهد بود. شرط محدود بودن مجموع طول هر دو مسیر همچنان مساله 
و یک در نظر گرفت  ،کندرا مینیمم می دار هر راس از آنی وزنمسیری که ماکزیمم فاصله ترینکوتاهتحت عنوان  های کلیگراف روی 

اجرای خطی معرفی کرد. حکیمی و پورتو به همراه همکاران نشان  بازمانهای درختی برای حل این مساله روی گراف طمع کارانهالگوریتم 
های ، روی گرافی راسی حداکثر پنجهای هموار با درجهکاندید مسیری )درختی( شکل روی گرافهای مرکز با مکان-دادند که مساله 

نشان دادند که اگر  (،2005) 11و لاو رسخت هستند. تامی  مسایلجزء  ها به ازای های توری و کاکتوس گراف، گرافبخشیدو
(، 2006) 12و همکاران یارباتاچا .است حلقابل (، این مساله در زمان ی ورودی مساله در نظر گرفته شودداده عنوانبه 

های های خطی برای حل این مساله با محدودیت طول و بدون محدودیت طول برای هر دو حالت گسسته و پیوسته روی گرافالگوریتم
 .دادند ارایهالی مثبت های یهای راسی و طولدرختی با وزن

های درختی را با در نظر گرفتن هر دو تابع هدف میانه و پیدا کردن مکان کاندید مسیری شکل روی گراف مساله (1999) 13آورباخ و برمن
در نظر  زیر را های درخت مثبت در نظر گرفته شده است. وی سه مسالهمنفی و طول یالها نا، وزن راسدر این مقاله .مرکز بررسی کردند

 گرفته است:

 دار ها از یک مقی راسدار آن از همهی وزنماکزیمم فاصله کهطوریبهها از آن مینیمم شود دار راسهای وزنپیدا کردن مسیری که مجموع فاصله مساله
 ثابت بیشتر نشود.

 ها از یک ی راسدار آن از همهی وزنمجموع فاصله کهطوریبهها از آن مینیمم شود ی راسدار همهی وزنپیدا کردن مسیری که ماکزیمم فاصله مساله
 مقدار ثابت بیشتر نشود.

 ع هدف میانه و مرکز.با تواب هدفدو  بهینه برای مساله-های پارتوی مسیرپیدا کردن مجموعه مساله 

                                                             

1 Novik 
2 Peng and Lo 
3 Alstrup et al. 
4 Wang and Lin 
5 Wang 

6 Becker et al. 
7 Balasubramanian et al. 
8 Lari et al. 

9 Puerto et al. 
10 Hedetniemi 
11 Tamir and Lowe 
12 Bhattacharya et al. 
13 Averbakh and Berman 
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اول را با محدودیت اضافی روی  شده است. بیکر دو مساله ارایه  اجرای هایبا زمانهای پویا الگوریتم ذکرشده برای این سه مساله
دود دار دوگانه با طول مسیر محمیانه وزن-مرکز اول و دوم را به همراه مساله مسایلکرد. پورتو  حل ها در زمان مسیر کران بالای
ی مجموعه (،2002) 1و همکاران تامیر حل شده است.  ، هر سه مساله در زماندر این مقاله. دهای درختی بررسی کرروی گراف

وی دو نوع متفاوت از این مساله را  .با محدودیت طول در نظر گرفت هاییدرختزیر  صورتبهمیانه -مرکز های کاندید را برای مسالهمکان
 زیر بررسی کرد: صورتبه

 ی از پیش تعیین شده باشد.بالا باید شامل نقطه برای جواب مساله آمدهدستبهدرخت زیر 
 محدودیت طول وجود نداشته باشد. جزبه آمدهدستبهدرخت هیچ محدودیتی روی زیر 

میانه مطلق روی درخت باشد. -میانه باید شامل مکان مرکز-مرکز درخت بهینه با طول محدود برای مساله، وی نشان داد که زیرچنینهم
 انعنوبهی آن را ی از پیش تعیین شده حل کرده و جواب بهینهنقطه عنوانبهمیانه -حالت اول را با در نظر گرفتن مکان مرکز ، ابتدا مسالهاینبنابر

 درختی شامل زیر (،2008) 2سگالدیور و ت. اجرا شده اس حالت دوم در نظر گرفته است. این فرایند در زمان  جواب مساله
 است. درختی زمان اجرای پیدا کردن چنین زیر .های درختی جستجو کردندگراف میانه را روی-تحت معیار مرکز های برگ با تعداد یال

ه ها را به سبا استفاده از این رویکرد آمدهدستبههای استوار استوار سه رویکرد معرفی کرد و تصمیم مسایلبرای حل ( 1997) 3وکوالیس و ی
یم، مترین تصمیم از بین این سه تصتصمیم استوار نسبی. دقیق -3 و تصمیم انحراف استوار -2 ،تصمیم استوار مطلق -1بندی کرد: گروه دسته

 آید.تصمیم انحراف استوار است که از حل معیار مینیماکس پشیمانی به دست می

این سه مساله (، 2011همکاران )و . پورتو اندشدهمیانه مسیر استوار با استفاده از معیار مینیماکس پشیمانی بررسی -، میانه و مرکزمرکز مسایل
شده برای این سه مساله به ترتیب  ارایههای ای حل کرد. زمان اجرای الگوریتمهای راسی بازههای درختی با وزنروی گراف زمانهم طوربهرا 

و زمان اجرای مساله  به میانه مسیر را -مرکز مساله زمان اجرای  (2018) 4و همکاران است. یه  و ،  برابر با
مسیر و میانه مسیر -برای هر دو مساله مرکز ریوسمیانه مسیر، وزن -داد. در این دو مقاله، برای حل مساله مرکز کاهش مسیر را بهمیانه 

های درختی در نظر گرفتند و زمان اجرای آن مساله مرکز مسیر استوار را روی گراف (2020) 5وانگ و همکاران مجزا در نظر گرفته شده است.
ها برای مساله میانه شده است، وزن راس ارایهمیانه مسیر استوار -در تمامی این مقالاتی که در مورد مساله مرکزکاهش دادند.   را به

و وزن د موردنظرمیانه مسیر استوار، برای هر راس از گراف -، برای مساله مرکزدیگرعبارتبهمسیر و مرکز مسیر جدا در نظر گرفته شده است. 
را که یک گراف درختی است، برای هر دو مساله میانه مسیر و مرکز  موردنظرهای گراف در نظر گرفته شده است. در این مقاله، ما وزن راس

 تر از حالت قبل است.مسیر یکسان در نظر گرفتیم. در این حالت مساله بسیار پیچیده

 تعاریف و مفاهیم مقدماتی -3

ایج پردازیم. همچنین، به نتیابی مسیر میو مساله مکان سازی استواردر حوزه بهینه موردنیازتعاریف و مفاهیم مقدماتی در این قسمت به بیان 
توضیح داده  1جدول مختصر در  طوربهاند، نمادهایی که در طول مقاله استفاده شده کنیم.در این دو حوزه نیز اشاره می آمدهدستبهاولیه 
 اند.شده

یف ت است   متعلق به یک مجموعه دلخواه و داده شده ،  مقدار هر عضو کهطوریبهعضو باشد  nیک مجموعه شامل  فرض کنید  -1عر
 زیر تعریف شود: صورتبهشود اگر یک سناریو نامیده می  در این صورت  .(2001 ،6اورباخ)

یف   (.2001اورباخ، نامند )ها میقطعی را مجموعه سناریوهای ورودی غیرهای ممکن برای مقدار دادهمجموعه تمامی رخداد -2تعر

 .شدهاستفادهنمادهای  -1جدول 

                                                             

1 Tamir et al. 
2 Dvir and Segal 
3 Kouvelis and Yu 
4 Ye et al. 

5 Wang et al. 
6 Averbakh 

(2) .
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 Table 1- The used symbols. 

 

 
یف  های ورودی آن مقداری غیرقطعی داده کهطوریبهرا در نظر بگیرید   سازی با تابع هدفسازی از نوع مینیممیک مدل بهینه -3تعر

این  متناظر با تابع هدف  های ورودی این مساله ومجموعه تمامی رخدادهای ممکن داده  از نوع استوار داشته باشند. فرض کنید
 و،کوالیس و ی) برابر با اشتراک نواحی شدنی مساله روی تمامی سناریوها باشد  باشد. همچنین، فرض کنید  مدل روی سناریوی

 :بندی خواهد شدزیر فرمول صورتبه. در این صورت، معیار مینیماکس پشیمانی (1997

ها از قبل مشخص شده هایی مناسب است که کیفیت تصمیماین مدل برای محیط است.  روی سناریوی جواب بهینه مساله  که در آن
میم گیرنده زمانی تص، اما تصمیمروبروست توجهیقابل هایدادهبا عدم قطعیت  گیریتصمیمقبل از زمان  گیرندهتصمیماست. اگرچه 

اف مطمئن شود. در چنین مواردی، انحر اند،قطعی به وقوع پیوسته طوربههایی که دادهبا استفاده از  هاگیرد که از کیفیت واقعی آنقطعی می
قابتی، های بازار رگیری محتمل است. برای محیطهای محقق شده، یک معیار کیفیت تصمیمعملکرد تصمیم بهینه برای سناریوی داده از

 رایج است. (3) مدلبخش باشد، استفاده از ایتدر مواردی که عملکرد شرکت در هر یک از سناریوهای محقق شده رض

یف    yبا حالت متناظر  سناریوی بدترین را  سناریوی .(1997،وکوالیس و یباشد ) یک عضو دلخواه از مجموعه   فرض کنید -4تعر
 برقرار باشد: (4رابطه )   نامند اگر به ازای سناریوی دلخواهمی

 
یف  همکاران، وپورتو ) را پیوسته گویند هرگاه حداقل یکی از دو نقطه انتهایی مسیر یک راس از شبکه نباشد یک مسیر روی یک شبکه -5 تعر

2011). 

یف   مکاران،و هپورتو باشند )هایی روی شبکه مسیر راس یک مسیر روی یک شبکه را گسسته گویند هرگاه هر دو نقطه انتهایی آن -6تعر
2011). 

یف  آورباخ و باشد )های دیگر بیشتر از راس  از  دارفاصله وزن هرگاهنامند می را راس بحرانی  ، روی درخت    برای هر -7تعر
راس  𝑣3های داده شده، راس ها و وزن راسگاه با طول یالرا در نظر بگیرید، آن 1شکل مثال اگر گراف درختی عنوانبه ،(2000همکاران، 

𝑥بحرانی  = 𝑣1 زیرا:؛ خواهد بود 

  

 

 نماد کاربرد نماد کاربرد

  گراف )گراف درختی(  مجموعه راسی گراف

  مجموعه یالی گراف  گرافمجموعه مشتریان روی 

 مجموعه مسیرهای روی گراف  یک مشتری دلخواه روی گراف
 مسیر دلخواه روی گراف  ithراس 

  pازمسیر  فاصله مشتری    کران پایین وزن راس 

  های گرافتعداد راس   کران بالای وزن راس 

  سناریوهامجموعه   سناریوی دلخواه

  سناریوی  روی A تابع هدف مساله مرکز مسیر در مسیر  روی سناریوی  Aتابع هدف مساله میانه مسیر در مسیر 

  هاسناریویی با بیشترین وزن برای همه راس  هاسناریویی با کمترین وزن برای همه راس

  Bو  A سناریوی بدترین حالت جفت مسیرهای  

(3) 

(4)    

 . 
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 .7راف درختی مربوط به توضیح تعریف گ -1شکل 
Figure 1- The tree networks related to explanation of definition 7. 

 

 

 میانه مسیر استوار-یابی مرکزبندی مساله مکانبیان و فرمول -4

ای تحت معیار مینیماکس پشیمانی های راسی بازههای درختی با وزنمیانه مسیر استوار روی شبکه-یابی مرکزدر این قسمت، مساله مکان
ها اشاره توان به احداث بزرگراهکاربردهای این مساله می ازجمله شود.می ارایهگیرد و برخی نتایج اولیه مربوط به این مساله قرار می وردبررسیم

های دسترسی تمام افراد ساکن هر یک از شهرک کهطوریبهکرد. یک گراف شهری را در نظر بگیرید که هدف تاسیس بزرگراهی در آن هست 
 ای بگیریم که کران پایین آن وشهر به بقیه نقاط شهر راحت شود. اگر هر شهرک از این شهر را یک مشتری و وزن هر مشتری را برابر با بازه آن

توان بزرگراه را طوری ساخت که هم مجموع بالای آن به ترتیب برابر با حداقل و حداکثر خانواده ساکن در آن شهرک باشد. در این صورت می
شده در  یهارادار این مشتریان از این بزرگراه بهینه باشد. اگر معیار مینیماکس پشیمانی دار این مشتریان و هم ماکزیمم فاصله وزنله وزنفاص

 بندی مساله به فرم زیر خواهد بود:میانه مسیر به کار ببریم، مدل-را برای مساله مرکز (3)رابطه 

درخت برای هر دو مساله  روی   سباشد. فرض کنید وزن هر را   و مجموعه یالی   درخت با مجموعه راسی یک   فرض کنید
مجموعه تمامی سناریوها  یدهندهنشان که  ، قرار دهید:همچنین باشد. میانه و مرکز متناظر با یک بازه

 کاربردهبهاگر معیار مینیماکس پشیمانی برای حل این مساله  باشد.   موجود روی درخت مسیرهایمجموعه همه   باشد. فرض کنیدمی
 شود:بندی می، مساله به فرم زیر فرمولشود

 

 ه در آنک
 

 
 

   روی درخت رابطه  به ازای هر راس گاهآن،  باشند. اگر  دو مسیر دلخواه از مجموعه  و  فرض کنید -1لم 
 .(2018دهید )یه و همکاران،  برقرار است

حل مساله با استفاده از معیار مینیماکس پشیمانی روی تمامی مسیرهای متعلق  جایبهنشان دادند که  پورتو و همکارانبا استفاده از این نکته 
 (. فرض کنید2011ی این مجموعه حل کنیم )پورتو و همکاران، کافی است معیار مینیماکس پشیمانی را روی مسیرهای گسسته  به مجموعه

 توان گفت:می بنابراین ؛ باشد. در این صورت   های گسسته روی درختمجموعه همه مسیر 

 تحت معیار مینیماکس پشیمانی مسیر میانه-و مرکز مسیر ، مرکزمسیر یابی میانهیک مجموعه جواب غالب برای مساله مکان  مجموعه -2لم 
 (.2011و همکاران،پورتو است )

 کافی است مساله زیر را حل کنیم: (3)مساله حل  جایبه، درنتیجه

(5) , 
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 متعلق به مجموعه  و   برای حل این مساله باید تعداد متناهی سناریوی بدترین حالت پیدا کنیم. برای این منظور به ازای هر جفت مسیر

P به دست ، در بدترین حالت منفی یا نامنفی استمقدار تابع هدف معیار در این دو مسیر کهاین برحسب یک سناریوی بدترین حالت ،
میانه مسیر و مرکز مسیر را تحت معیار مینیماکس پشیمانی  مسایلبرای این منظور، ابتدا سناریوهای بدترین حالت متناظر با  آوریم.می

این سناریوها را برای ، (2011همکاران )پورتو و  له میانه مسیر و مرکز مسیر است.میانه مسیر ترکیب مسا-زیرا مساله مرکز؛ کنیمبررسی می
 :ندزیر به دست آورد صورتبهمساله میانه مسیر استوار و مرکز مسیر استوار 

 است  مانند سناریوییمیانه یابی برای مساله مکان   متعلق به مجموعه   و  جفت مسیرسناریوی بدترین حالت متناظر با  -3لم 
 .(2011)پورتو و همکاران، 

 کند:در شرایط زیر صدق می کهطوریبه 

 وزن راس v∈V که در شرط  d(v,A)-d(v,B) > 0 گیردی متناظرش قرار می، برابر با کران بالای بازهکندصدق می. 

 وزن راس v∈V  که در شرطd(v,A)-d(v,B) < 0 گیرد.ی متناظرش قرار می، برابر با کران پایین بازهکندصدق می 
 وزن راس v∈V که در شرط d(v,A)-d(v,B) = 0 شود.ی متناظرش انتخاب میاز بازه دلخواهبه، کندصدق می 

یابی مرکز این دو مسیر برای مساله مکانباشد. سناریوی بدترین حالت متناظر با     دو مسیر دلخواه از مجموعه  و  فرض کنید -4لم 
 کند:در شرایط زیر صدق می کهطوریبهاست   مانند سناریویی

  ی متناظرش است.برابر با کران بالای بازه وزن راس 

 ی متناظرشان هستند.ها برابر با کران پایین بازهبقیه راس وزن 

   است. راس بحرانی مسیر 

دهنده نشان فرض کنید  کنیم.میانه مسیر را محاسبه می-این دو لم، سناریوهای بدترین حالت متناظر با مساله مرکزحال با استفاده از 
 کنیم کهمشخص میباشد. برای این منظور، اول   متعلق به مجموعه  و  جفت مسیرسناریوی بدترین حالت متناظر با 

 طوربه ، بعد از مشخص شدن علامت  یااست  
های درخت به سناریوهایی باشند که روی این سناریوها، وزن راس و کنیم. فرض کنیدرا محاسبه می حالت  برای هر دومجزا 

 ی متناظرشان هستند.بازههای بالا و پایین ترتیب برابر با کران

 :برقرار است رابطه زیر گاهآن ،  ، و  اگر به ازای هر جفت مسیر -5لم 
 

 :گاهآن، اگر  -6لم 
 

 پس است، s یویسنارها روی تر مساوی وزن این راسبزرگ  ها روی سناریویوزن همه راس ،کهاینبا توجه به 
  ها روی سناریویکمتر مساوی وزن این راس  های درخت روی سناریویهمچنین، وزن همه راس . 

 آید.به دست می موردنظر، حکم ینبنابرا ؛ است. درنتیجه،

 توان نتیجه گرفت که:مشابه، می طوربه شود.نتیجه می 1لم از  

 برقرار است.    رابطه گاهآنبرقرار باشد،   رابطه،  و  اگر به ازای هر جفت مسیر .1
 . گاهآن، گر ا .2
 
 ، فرض کنید: و  ازای هر جفت مسیرال به ح

(6)  

 . 
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 رابطه روی هر سناریوی دلخواه و درنتیجه، روی سناریوی بدترین حالت  گاهآن ، اگر -7 لم
 همواره برقرار است.   

 درنتیجه،  ،  روی درخت v با توجه به فرض، به ازای هر راس برهان:
 
 

 کنیم.نوشتن آن چشم پوشی میبنابراین، از ؛ هست 4لم رستی این نتایج، مشابه اثبات شود. اثبات دبا استفاده از این لم، نتایج زیر حاصل می

 رابطه، سناریوی بدترین حالت  ویژهبهروی هر سناریوی دلخواه و  گاهآن ، اگر .3
 برقرار است.   

  روی سناریوی بدترین حالت گاهآن ،  وروی این سناری کهطوریبهوجود داشته باشد   اگر حداقل یک سناریو مانند .4
 :برقرار استرابطه زیر نیز 

استفاده  4 وردم برقرار نباشد. در این حالت، از 8لم  تا 5لم از مفروضات  کدامهیچ،   از مجموعه   و  ال فرض کنید به ازای جفت مسیرح
 کنیم که روی این سناریوپیدا می  مانند ، یا یک سناریوییدیگرعبارتبه؛ کنیمرا مشخص می کرده و علامت

 

 ، سناریوی بدترین حالت ویژهبهه، روی هر سناریو و گیریم که چنین سناریویی وجود ندارد و درنتیجیا نتیجه می 
 

 هرابط ، دانیم که اگر بر روی یک سناریویمیکنیم. بتوانیم به این نتیجه برسیم، به این صورت عمل می کهاینبرای 
 

 از رابطه  روی درخت را تحت سناریوی  ، وزن راسبنابراین؛ خواهد بود  همان سناریوی 9 لم موردنظرسناریوی  گاهآنبرقرار باشد، 
توجه است.  7 لماین سناریو، همان سناریوی موردنظر  گاهآنمتعلق به بازه متناظرشان بودند،  ریوسوزن همه  کنیم.محاسبه می 

 زیر:طبق رابطه کنید که 
 

 . و گیریم که چنین سناریویی موجود نیست، نتیجه میمتناظرشان صدق نکنند اگر این مقادیر در بازه
 ، و  های قبلی، مشخص شود که برای جفت مسیرحال فرض کنید با استفاده از لم

 . و  فرض کنید

 شود:زیر مشخص می صورتبه  و سناریوی  در این صورت،

 دهید.را برابر با کران پایین بازه متناظرشان قرار   های موجود در مجموعهوزن همه راس 

 در شرطقرار دارند و یا  روی مسیر که  هایوزن همه راس، 

 
 

دهد اما ها مقدار تابع هدف مساله میانه را افزایش میزیرا افزایش وزن این راس؛ کنند را برابر با کران بالای بازه متناظرشان قرار دهیدصدق می
 دهد.مساله مرکز را کاهش نمی مقدار تابع هدف

(7) 
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 :فرض کنید

 
، مقدار تابع هدف متناظر با ریوسزیرا افزایش وزن این ؛ گیردبرابر با کران بالای بازه متناظرشان قرار می  های مجموعهوزن راس

زایش اف ریوسدهد و با توجه به ویژگی این دو مجموعه، مقدار تابع هدف متناظر با مرکز نیز با افزایش وزن این مساله میانه را افزایش می
 یابد.می

 جفت مسیرهایی باشند که در آن  و  اکنون فرض کنید
 

 آید:زیر به دست می صورتبه  صورت، سناریوی بدترین حالتدر این 

وزن آن را برابر با کران بالای بازه  قرار دارد و یا روی مسیر  کندصدق می   که در شرط  به ازای هر راس .1
 متناظرش قرار دهید.

، وزن آن را برابر با کران بالای بازه قرار ندارد و روی مسیر  کندصدق می  که در شرط  به ازای هر راس .2
 متناظرش قرار دهید.

مقدار تابع هدف   هایخواهد بود و وزن راس  متعلق به  بنابراین  علت این است که چون
 ممکن است باعث افزایش آن شوند.دهند ولی میانه را کاهش نمی-مساله مرکز

 که در شرط  هر راس
 

 و  را در نظر بگیرید. در این حالت، کندصدق می
 

 تعریف کنید:
 
 

 شود:در این حالت به فرم زیر محاسبه می ریوسبنابراین، وزن 

مشابه  یوسردر این بخش، برابر با کران پایین بازه متناظرشان و وزن بقیه  ذکرشدههای با ویژگی ریوسسناریویی باشد که وزن   فرض کنید
 قرار دهید ،دو حالت قبلی مشخص شده باشند

 
 بنابراین؛ افزایش داده شود  اندازهبه  فرض کنید وزن راس

 در این صورت

میانه تحت معیار -ه مرکزافزایش وزن این راس تاثیری در افزایش مقدار تابع هدف مسال گاهآن،   حال اگر
 راس بعد از افزایش وزن این یابد. فرض کنیدافزایش   اندازهبه  وزن راس پشیمانی ندارد. فرض کنید مینیماکس

 :در این حالت نیز داریم ،

 (   

  

  

  

  

 .  

 . 
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میانه تحت معیار مینیماکس -افزایش وزن این راس تاثیری در افزایش مقدار تابع هدف مساله مرکز گاهآن،  ال اگرح

 ،  را طوری پیدا کنید که به ازای هر راس راس گاهآن،  اگر  ، قرار دهید کهحالتیپس برای  پشیمانی ندارد.

 
 از رابطه  که در آن ، قرار دهید: هر راس یه ازاب

 کهآید. البته به شرطی آمده میدستبه
 
 

 توانیم این روند را تکرار کنیم.، نیز می  کهحالتی. در و  گاهآن ها برقرار نباشد،. اگر این شرط و

های با این ویژگی را برابر با کران وزن تمامی راسکند. در این حالت، صدق می  که در شرط  فرض کنید
هایی با این ویژگی برابر با کران پایین بازه متناظرشان باشند، وزن راس سناریویی باشد که روی آن،  زیرا اگر؛ پایین بازه متناظرش قرار دهید

 .  زیرا؛ میزان تغییر تابع هدف بعد از افزایش وزن حداقل یک راس، منفی خواهد بود گاهآن

اما مقدار تابع هدف ؛ کندتغییری در مقدار تابع هدف متناظر با مساله میانه ایجاد نمی ریوسباشد. تغییر وزن این   فرض کنید
دهند. ر را کاهش نمیقرار داشته باشند، مقدار تابع هدف مساله مرکز مسی ها روی مسیر اگر این راس دهد.متناظر با مساله مرکز را تغییر می

قرار ندارد، نیز مقدار تابع  و روی مسیر کند ق میدص  که در شرط  در این حالت، وزن راسهمچنین، 
اگر روی این مسیر قرار  ؛را برابر با کران بالای بازه متناظرش قرار دهیدها وزن این راسین بنابرا ؛دهدمساله مرکز مسیر را کاهش نمی هدف

 طوربهدر این بخش را  آمدهدستبهنتایج  (.2018ار دهید )یه و همکاران، قر   کنند، برابر بادر این شرط صدق نمی و نداشته باشند
یتم خلاصه در   کنیم.بندی میجمع 1الگور

یتم  .و  متناظر با جفت مسیرهای داده شده  محاسبه سناریوی بدترین حالت  -1الگور

 :گاهآن،  اگر .1

 های موجود در مجموعهوزن همه راس V2(A,B) .را برابر با کران پایین بازه متناظرشان قرار دهید 

 را برابر با کران بالای بازه قرار دارند  و یا روی مسیر  کنندصدق می     که در شرط  هایوزن همه راس
 متناظرشان قرار دهید.

 دهیدبرابر با کران بالای بازه متناظرشان قرار را    مجموعه موجود در هایوزن راس. 

  :گاهآن ، اگر .2

 وزن آن را برابر با کران بالای بازه متناظرش قرار دهید. ، به ازای هر راس 

 قرار دهید  کهحالتیبرای را  کندصدق می  که در شرط  وزن هر راس ، . 

 دهید، قرار   کهحالتیبرای را  کندصدق می  که در شرط  وزن هر راس . 

 های با این ویژگی را برابر با کران پایین بازه کند. در این حالت، وزن تمامی راسصدق می  که در شرط  فرض کنید
 متناظرش قرار دهید.

 کند را صدق می    در شرطقرار دارد یا   روی مسیر که   در این حالت، وزن راس باشد.  فرض کنید
نظر قرار داشته به شرطی که در بازه مورد قرار دهید    کنند، برابر باصدق نمی هاهایی که در این شرطبرابر با کران بالای بازه متناظرش قرار دهید. وزن راس

 رار دهید.باشد. درغیراین صورت، برابر با کران بالا یا پایین ق
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همچنین، مقدار تابع هدف مساله  شود.در زمان خطی محاسبه می  و برای جفت مسیر داده  سناریوی بدترین حالت  -8م ل

 شود.میانه مسیر روی این سناریو و در روی جفت مسیر داده شده، در زمان خطی محاسبه می-مرکز

متناسب  شدهانجامشود. پس تعداد عملیات ریاضی گذاری انجام میمقایسه و یک عمل جایبه ازای هر راس از درخت، یک عمل برهان: 
 الهمسبنابراین، محاسبه مقدار تابع هدف ؛ شودمیانه و مرکز در زمان خطی انجام می مسالهها است. محاسبه مقدار تابع هدف با تعداد راس

 گردد.میانه نیز در زمان خطی محاسبه می-مرکز

 گاهآن، و  همچنین اگر.  گاهآن،  و  راگ -9لم 
. 

 گاهآن،  اگر برهان:

 ، بنابرایناز طرفی،
 

وو  را بررسی کنیم. فقط کافی است  ، علامت و   بنابراین، لازم نیست به ازای هر جفت مسیر را مسیرهایی در   
 های درخت هستند.نظر بگیریم که هر دو راس انتهایی آن برگ

ی راسی هاهای درختی با وزنمسیر با استفاده از معیار مینیماکس پشیمانی روی گراف میانه-یک جواب استوار برای مساله مرکز -10لم 
 آید.به دست می  های یالی قطعی در زمان اجرایای و طولبازه

 ابر بابرها ، تعداد جفت راسکهاینشود. با توجه به به ازای هر جفت مسیر، یک سناریوی بدترین حالت در زمان خطی محاسبه می برهان:
خواهد بود. بعد از محاسبه سناریوی بدترین حالت، برای هر جفت مسیر، مقدار تابع هدف    است، زمان اجرای کلی برابر با 

 گیریم.را محاسبه کرده و مسیر استوار را مسیری با کمترین مقدار تابع هدف در نظر می

برابر با  ، وزن راس برابر با  ، وزن راس برابر با بازه   در آن وزن راسرا در نظر بگیرید که  2شکل گراف درختی  :1مثال 
 است. 1و  3 های پنجم و ششم به ترتیب برابر بااست. همچنین، وزن راس برابر با بازه  و وزن راس  

 .1گراف درختی مثال  -2شکل 

Figure 2- The tree graph of the example 1. 

،  ، ،،  ، ، ، فرض کنید

مسیرهای گسسته   ، ، ،  ، ، ، 
 2جدول مشخص شود.    گام اول پیدا کردن جواب استوار مساله این است که علامتباشند. 2شکل روی درخت 

مسیر  انتخاب شده، اگر اختلاف کند. برای هر جفت های ممکن برای جفت مسیرها مشخص میعلامت این تابع را به ازای تمامی انتخاب
مساوی صفر باشد، با علامت مثبت و در غیر این صورت با علامت  تربزرگف متناظر با مساله مرکز روی سناریو بدترین حالت تابع هد

شد. در این صورت، علامت موجود در خانه متناظر با و  فرض کنید  مثالعنوانبهنشان داده شده است.   2جدولمنفی در 
 خواهیم داشت:؛ مثبت خواهد بود. زیرا طبق قضایای ارایه شده 2جدول با این جفت مسیر در 
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توان شود. این سناریوها را میمشخص می سناریوی   ها، برحسب علامت تابعبعد از مشخص شدن جدول علامت

خواهد بود. برای نمونه، فرض کنید  1و  3پنجم و ششم روی تمامی سناریوها برابر با مقدار ثابت  هایاس.  وزن رمشاهده کرد 3جدول در 
 :2جدول طبق  و  

 
یتمطبق  در این صورت،  قرار دارد پس وزن آن روی   روی مسیر شود: به این صورت محاسبه می 1 الگور

پس وزن آن برابر با کران پایین ،   . یعنیگیرد. برابر با کران بالای بازه متناظرش قرار می  سناریوی 
الای بازه متناظرش قرار برابر با کران ب . پس وزن آن روی سناریوی .  بازه متناظرش است یعنی

.  کند. بنابراینصدق می ر شرطد . راس یعنی: گیرد. می
 :2جدول  طبق و  همچنین، فرض کنید 

 

یتمطبق  در این صورت،  برابر با کران  . پس وزن آن روی سناریوی  شود:به این صورت محاسبه می 1 الگور
 . یعنی؛ گیردپایین بازه متناظرش قرار می

 یعنی؛ فرار دارد. پس وزن هر دو برابر با کران بالای بازه متناظرشان است روی مسیر  
بعد از محاسبه این سناریوها،   نابراین، ب؛ کنددق نمی  در شرط   . راس

 :. سپس به ازای هر نویسیمیم 4جدول مقدار تابع هدف به ازای هر جفت مسیر محاسبه کرده و مقادیر را در 

 

 4ل جدو دهیم. درواقع، ماکزیمم مقدار هر سطر را در نشان می  را محاسبه کرده و مسیری که ماکزیمم مقدار متعلق به آن است را با
م که کمترین مقدار تابع هدف را دارد. یکنمسیری را پیدا می ، . سپس از بین ایندهیمیمقرار   خص کرده و مسیر مربوط به آن را درمش

 مسیر استوار این مثال خواهد بود. 3با مقدار تابع هدف   مسیر  4جدول بر اساس اطلاعات 

 به ازای جفت مسیر داده شده. علامت -2جدول 
Table 2- The sign of  for all given pair of paths. 
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 سناریوی بدترین حالت متناظر با جفت مسیرها. -3 جدول

Table 3-The worst case scenario according to all pair of paths. 

 

 

 

 

 

 

 
 بدترین حالت متناظر با جفت مسیرها.مقدار تابع هدف مساله روی سناریوی  -4دول ج

Table 4- The value of objective function under the worst case scenario corresponding to all pair of paths. 

 

 

 

 

 

 

 گیرینتیجه -5

دم قرار گرفت. ع موردبررسیهای راسی غیرقطعی های درختی با وزنمیانه مسیر استوار روی شبکه-یابی مرکزمساله مکانر این مقاله، د
یعنی وزن هر راس از شبکه درختی متناظر با یک بازه نامنفی از اعداد حقیقی است. ؛ ای استدر این مقاله از نوع بازه شدهاستفادهقطعیت 

برای محاسبه   اجرای بازمان معیار مینیماکس پشیمانی است. در این مقاله، یک الگوریتم مسیر استواربرای محاسبه  شدهاستفادهروش 
 .شد ارایهمسیر استوار 
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