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Purpose: In this paper k- level constant stress accelerated life test under Type-I progressive censoring for Lomax distribution 
with non-constant shape and scale parameters is investigated. The purpose of this paper is to estimate the model parameters 
using the EM algorithm and optimize the test design.

Methodology: Life testing often consumes a very long time for testing and this is a fundamental problem in test design. This 
problem is solved by accelerated life tests. There is a recommended method for reducing the time of failure, such that the stress 
level of the test units will increase and then they will fail earlier than normal operating conditions. Therefore, these approaches 
reduced the running time. In this paper, the k-level constant stress accelerated life test under progressive Type-I censoring used. 
The Expectation-Maximization (EM) algorithm is used to determine the maximum likelihood estimates of the unknown 
parameters. This algorithm is a very powerful tool in handling the incomplete data problem. Two different criteria used to 
optimize the test plan. And the effect of the sample size, number of stress levels and inspection and the intermediate censoring 
proportion are assessed on the design efficiency. 

Findings: based on the simulation study and a real data set, it is demonstrated that the EM estimator is good. Also, under the 
optimization criterion II, a more efficient test was obtained than the optimization criterion I. In addition, the small sample size, 
the small number of stress levels, the small number of inspections and the large intermediate censoring proportion lead to a 
more efficient test.

Originality/Value: In this paper, the periodic inspection is used to collect lifetime data. Although continuous is an ideal 
mode. But sometimes due to technical limitations and/or budgetary constraints, the continuous inspection is not possible in 
practice and the experimenter has to use the periodic inspection. In this case, the exact times of test units may not be available 
and only the failure counts are collected at certain time points during the test. Also, in this paper, we assumed that both scale 
and shape parameters to be log linear model by operating stress. 

Keywords: EM algorithm, Maximum likelihood estimation, Numerical methods, Periodic inspection, Test 

design optimization. 
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 پژوهشی نوع مقاله:

طرح آزمون عمر شتابیده تنش  سازیبهینهو  EM  پارامترها با استفاده از الگوریتم برآورد

 تحت سانسور فزاینده نوع اول رثابتیغثابت با پارامترهای 

    پور یحکمنوشین   
 ، ایران.زهرانیبوئ ،زهرانیبوئو مهندسی  یفنمرکز آموزش عالی  -امام خمینی )ره(  یالمللنیبدانشگاه ، یو علوم مهندس یاضیگروه ر

 

ای تحت سانسور فزاینده نوع اول، برای توزیع لومکس در حالتی که هر دو مرحله kآزمون عمر شتابیده تنش ثابت در این مقاله  هدف:
بهینه کردن  و EMپارامترهای مدل با استفاده از الگوریتم  برآورداست. هدف از این مقاله  قرارگرفته یموردبررسهستند،  رثابتیغپارامتر آن 

 طرح چنین آزمونی است.

مسئله در طراحی آزمون  کینیانیازمندند و  جهت انجام آزمون زیادی زمانمدتهای طول عمر به اغلب آزمون شناسی پژوهش:روش
ها به این صورت است که با اعمال تنشی باشد. مکانیزم این آزمونهای عمر شتابیده میمواجه با این مشکل، استفاده از آزمون راهکیاست. 

های یابد. آزمونانجام آزمون کاهش می زمانمدت بیترتنیابهدهند و طبیعی به محصولات، روند تخریب محصول را افزایش می ازحدشیب
ماکسیمم درستنمایی پارامترهای مجهول  برآورداست. برای  شدهاستفاده تنش ثابتمدل مختلفی دارند که در این مقاله از عمر شتابیده انواع 

و از د یموردبررسبهینه کردن طرح آزمون  منظوربههمچنین روش مناسبی است.  مفقودشدههای که برای داده شدهاستفاده EMاز الگوریتم 
ها و احتمال سانسور میانی بر کارایی آزمون عواملی همچون حجم نمونه، تعداد سطوح تنش، تعداد بازبینی تأثیرمعیار استفاده شد و 

 .قرار گرفت یموردبررس

حت معیار ، خوب است. همچنین تشدهارائه EM برآوردسازی و یک مجموعه داده واقعی نشان داده شد که بر مبنای مطالعات شبیه ها:یافته
تعداد  یابی به آزمون کاراتر، بهتر است از حجم نمونه،برای دست علاوهبهسازی دوم، آزمون کاراتری نسبت به معیار اول حاصل شد. بهینه

 تعداد بازبینی کمتر و احتمال سانسور میانی بیشتر استفاده کرد. و سطوح تنش

روش است. گرچه  شدهاستفادهای های طول عمر از روش بازبینی دورهآوری دادهدر این بررسی برای جمع علمی: افزودهارزشاصالت/
های موجود در آزمون و یا محدودیت بودجه، امکان بازبینی است. ولی گاهی اوقات به دلیل محدودیت آل دهیابازبینی مداوم یک روش 

در این صورت، زمان دقیق شکست محصولات در دسترس  ای است.از روش بازبینی دورهمداوم وجود ندارد و آزمایشگر ناچار به استفاده 
ل و شک پارامترکه هر دو  شدهگرفتهدر این مقاله در نظر  علاوهبهباشد. های خاصی در دسترس میها در زماننیست و فقط تعداد شکست

 مقیاس در توزیع لومکس دارای رابطه لگ خطی با سطوح تنش هستند.

 .های عددیسازی طرح آزمون، روشماکسیمم درستنمایی، بهینه برآوردای، ، بازبینی دورهEMالگوریتم  ها:لیدواژهک
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 مقدمه -1

ابلیت اطمینان و ق تیفیباککننده، تولیدکنندگان بر این شدند که محصولاتی امروزه با پیشرفت تکنولوژی و قوانین حمایت از مصرف
اطمینان بالا را تحت شرایط طبیعی استفاده از آن، مشکل و گاهی  تیباقابلبالاتر تولید کنند. این امر، مطالعه طول عمر محصولات 

 تأملقابلشود. نکته اجرای کارکرد محصول در سطح تنش بالا، منجر به کوتاه شدن طول عمر محصول می کهیدرحالسازد. می رممکنیغ
طولانی مانند چندین سال نیاز  زمانمدتدر مقوله مطالعه طول عمر محصولات این است که، ممکن است شکست یک محصول به 

باشد که برای تسریع روند خرابی محصولات و استخراج می 1های عمر شتابیدهمقابله با این مشکل استفاده از آزمون راهکیداشته باشد. 
ها واحدهای آزمودنی در معرض تنشی ی این آزموناست. در مجموعه شدهفراهمشرایط استفاده طبیعی  اطلاعات قابلیت اطمینان در

وع ها، بر اساس ناز این آزمون آمدهدستبهتر از بین بروند. اطلاعات تا به این وسیله واحدها سریع گیرندبالاتر از سطح معمول قرار می
ول توزیع طول عمر محص برآوردبرای  آمدهدستبه، نتایج تیدرنهاشوند. می لیوتحلهیتجزرد ای که بین طول عمر با تنش وجود دارابطه

( سه فصل کامل را به این مبحث و اجرای صحیح چنین 1998) 2اسکوبار کرویمشوند. تحت شرایط استفاده طبیعی تعمیم داده می
های تحلیلی که در آزمون ها و روشهای آماری، طرح آزمایشای از مدل( انواع گسترده1990) 3هایی اختصاص دادند. نلسونآزمون

گیرند را ارائه داد. برای جزئیات بیشتر در مورد تحقیقات و مسائل مربوط به آزمون عمر شتابیده به قرار می مورداستفادهعمر شتابیده 
 مراجعه کنید. (2015) 6( و کتری و کمپس2007) 5(، بالاکریشنان و همکاران2008) 4بالاکریشنان و هان

در این مقاله آزمون عمر شتابیده تنش ثابت  هستند. 8و تنش ثابت 7گامبهگامهای عمر شتابیده، تنش ترین انواع آزموندو تا از مهم
 یرد تاگباشد، قرار میثابت که بالاتر از میزان طبیعی آن می گیرد. در این نوع آزمون، هر نمونه در معرض سطح تنشیقرار می یموردبررس

زمانی که محصول با شکست مواجه شود و یا با اعمال کردن نوعی سانسور، آزمون به پایان برسد. اگر تنها دو سطح تنش مختلف برای 
فاده شود، به آن آزمون عمر شتابیده تو اگر از بیش از دو سطح تنش مختلف اس 9شود، به آن آزمون عمر شتابیده ساده کاربردهبهآزمون 

 شود.گفته می 10چندگانه

 صورتبهیا  شدهیزیربرنامهشوند، حذف واحدهای آزمایش به روشی از قبل کامل مشاهده نمی طوربههای طول عمر اغلب داده ازآنجاکه
تصادفی بسیار متداول است. این امر به دلیل زیاد بودن متوسط طول عمر محصولات، کم بودن فرصت اعلام نتایج، محدودیت هزینه و 

های سانسور، سانسور گوییم. یکی از کاراترین روشدهد که به آن سانسور میهای تحت آزمون رخ میطعیت موجود در نمونهعدم ق
، تعداد مشخصی از واحدهای آزمایش سالم، از شدهنییتعاست. در این نوع سانسور در پایان هر بازه زمانی از پیش  11فزاینده نوع اول

توان در از آزمون را می شدهحذفرایی سانسور فزاینده در این است که واحدهای آزمایشی سالم شوند. دلیل کاآزمون خارج می
استنباط روی آزمون عمر شتابیده تنش ثابت تحت سانسورهای مختلف و برای  نه  یدرزممطالعات زیادی  های دیگر استفاده کرد.آزمایش

 است. گرفتهانجام 14هافتیمیتعمو نمایی  13، وایبل12هایی از قبیل نماییتوزیع

                                                             

1 Accelerated Life Tests                                                                                                                                                  

2 Meeker and Escobar 
3 Nelson 

4  Balakrishnan and Han 

5 Balakrishnan et al. 

6 Kateri and Kamps 

7 Step Stress 

8 Constant Stress  

9 Simple Accelerated Life Test 

10 Multiple Accelerated Life Test 

11Progressive Type-I Censoring 
12  Exponential 

13  Weibull 

14  Generalized Exponential 



 

 

 

572 

می
حک

ین 
وش

ن
 / پور

میم
تص

ت، 
لیا

عم
در 

یق 
حق

و ت
ی 

گیر
وره 

د
6 ،

اره 
شم

4 ،
ان 

مست
ز

14
00

، 
حه: 

صف
59

1
-

57
0

 

ش که فقط یکی از پارامترهای مدل با تن شدهانجام، استنباط بر اساس این فرض در این زمینه گرفتهانجام مطالعات اتفاقبهقریب  در اغلب
 و (، میترا2008) 1به پاسکال مثالعنوانبهمانند. بر واحدها مرتبط است و سایر پارامترها در تمام مراحل آزمایش ثابت می شدهاعمال

شود که این فرض ، در عمل مشاهده میوجودنیباا( مراجعه نمایید. 2014) 4( و فن و هسو2014) 3و همکاران (، گوان2013) 2همکاران
 واقعی باشد. هایتواند برازش مناسبی برای دادهممکن است مناسب نباشد و مدل با یک پارامتر ثابت که وابسته به سطح تنش نیست، نمی

فرض شده که  معمولاا است؛  شدهاستفادهدر اغلب مقالات که برای طول عمر واحدهای آزمون از توزیع طول عمری با بیش از یک پارامتر 
هایی بررسی کهیدرصورتبرای تمامی سطوح تنش ثابت هستند.  7و شکل 6وابسته به سطح تنش است ولی پارامترهای مکان 5پارامتر مقیاس

 کنند.مطلب را نقض می وجود دارد که این

 از تنش متأثر( دریافتند که پارامتر شکل توزیع وایبل به ترتیب 1989) 9( و هیرجیست و همکاران1989) 8، لی و همکارانمثالعنوانبه
( 1989) 10کو و گرلاچ( و بوی1984، نلسون )علاوهبهباشد. ها میو تنش دما در آزمایش خازن هاکیالکتریدمیدان الکتریکی برای 

، هر دو پارامتر مکان شدهاستفاده مقیاس برای طول عمر واحدها-های واقعی زمانی که توزیع مکانداده لیوتحلهیتجزمشاهده کردند که در 
 را در حالتی کهتوزیع وایبل  (2018وانگ )و  دو پارامتری 12شدهدهیبرهای انواده توزیعخ (2017) 11و مقیاس به تنش بستگی دارند. وانگ

 ازآنجاکه. ندقرارداد یموردبررسبرای آزمون عمر شتابیده با دو سطح تنش )ساده(، باشند می رثابتیغبا تغییر سطح تنش  هاآن پارامترهر دو 
 ون عمردر این مقاله قصد داریم آزمتر است ولی آزمون شتابیده چندگانه کارایی بیشتری دارد، آزمون شتابیده ساده، به لحاظ محاسباتی ساده

. همچنین در قرار دهیم لیوتحلهیتجزمورد و تحت سانسور فزاینده نوع اول  13برای توزیع لومکسرا در حالت چندگانه  شتابیده تنش ثابت
( معرفی شد. تعداد 1954توزیع لومکس برای اولین بار توسط لومکس ) از سطح تنش هستند. متأثرگیریم هر دو پارامتر این توزیع نظر می

 15( و چاندرا و خان2016) 14حسن و همکاران مثالعنوانبههای عمر شتابیده استفاده کردند. ان این توزیع را برای آزمونکمی از محقق
 تحت معیارها و فرضیات مختلف پرداختند. گامبهگام( با در نظر گرفتن توزیع لومکس به بهینه کردن آزمون عمر شتابیده تنش 2018)

 . بازرسی17یادورهو دیگری بازرسی  16. یکی بازرسی مستمرشودیم کاربردهبههای عمر شتابیده آزمون دو حالت بازرسی در یطورکلبه
ای، زمان دقیق خرابی در دسترس اما در بازرسی دوره؛ ترین روش بازرسی است که در آن زمان دقیق خرابی موجود استمستمر، معمول

از این  تواننمی مالیهای های فنی و یا محدودیت، اما گاهی به دلیل محدودیتاست ه آلدیاحالت نیست. اگرچه بازرسی مستمر یک 
 ،شدهنییتعهای زمانی از پیش هتعداد شکست محصولات در بازمحصولات، زمان دقیق شکست  یجابه روش استفاده کرد. در این صورت

 در این مقاله، عمال این روش، ارزان و در دسترس بودن آن نام برد.ا یسادگبهتوان ای میشود. از مزایای استفاده از بازبینی دورهثبت می
پارامترهای مدل با استفاده از  برآورددهیم. قرار می مورداستفادهآوری اطلاعات تحت آزمون تنش ثابت ای را برای جمعروش بازرسی دوره

های در مواجه با آزمون ترین اقداماتشود. یکی از مهمشود، ارائه مینمایش داده می EMبا نماد  اختصاربهکه  18الگوریتم انتظار بیشینه
طرح آزمون، انتخاب بهترین زمان برای خاتمه آزمون است.  کردن نهیبههدف از  نجایاها است. در طرح این آزمون کردن نهیبهطول عمر، 

شود که سازی استفاده میسازی است. در این مقاله از دو معیار برای بهینههینهاز انتخاب معیار مناسب جهت ب متأثرالبته این زمان بهینه، 

                                                             

1 Pascual 
2 Mitra et al. 

3  Guan et al. 
4 Fan and Hsu 
5  Scale 
6 Location  
7 Shape 
8 Li et al. 
9 Hiergeist et al. 
10 Boyko and Gerlach 
11 Wang 

12 Truncated Family of Distributions 

13  Lomax 

14 Hassan et al. 

15 Chandra and Khan 

16 Continuous Inspection 
17 Periodic Inspection 
18 Expectation Maximization (EM)  
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های دیگر احتمال سانسور میانی، حجم نمونه، تعداد سطوح تنش و شاخص تأثیر، تیدرنهاباشند. هر دو بر پایه ماتریس اطلاع فیشر می

 گیرد.قرار می موردمطالعهدر طراحی آزمون بهینه 

برای به دست آوردن  EM، الگوریتم 3شود. در بخش بندی آن پرداخته میو فرمول یموردبررساضر، به توصیف مدل مقاله ح 2در بخش 
گیری از دو معیار مختلف در با بهره یموردبررسسازی طرح آزمون شود. بهینهماکسیمم درستنمایی پارامترهای مجهول ارائه می برآورد
که هر دو معیار بر مبنای ماتریس اطلاع فیشر هستند، این ماتریس نیز در همین بخش دلیل اینگیرد که به قرار می یموردبررس 4بخش 

ی بر طراح مؤثرو همچنین بررسی عوامل  شدهانیب، در راستای مطالب تئوری گرفتهانجامنتایج مطالعات عددی  5گردد. بخش ارائه می
 7از این بررسی در بخش  آمدهدستبهپردازد. نهایتاا نتایج ه داده واقعی میبه بررسی یک مجموع 6دهد. بخش آزمون بهینه را ارائه می

 شود.بیان می

 فرضیات اساسی و روش انجام آزمون -2

 فرضیات اساسی -1-2

 شوند:فرضیات زیر در این مقاله در نظر گرفته می

1...تنش شتابیدهو سطوح  0Sطول عمر واحدهای آزمون تحت سطح تنش نرمال 2 kS S S  با تابع توزیع زیر  ، از توزیع لومکس
 کند:می تیتبع

 
 هستند.ام  iپارامتر مقیاس در سطح تنش iپارامتر شکل و iدر این رابطه که

 شود:زیر استفاده می صورتبهبرای هر دو پارامتر شکل و مقیاس  خطی،-برای بیان رابطه بین تنش و طول عمر محصولات از مدل لگ

 

,به ازای  , ,...,i 0 1 2 k0 ، که،1، 0 1 وشوند. برآوردکه باید  ضرایب مجهولی هستند 

 روش انجام آزمون -2-2

k ،آزمون عمر شتابیده تنش ثابت .1
N i

i 1

n
 
  
 

 

شود. انجام می زمانهم طوربهاز محصولات  kای به حجم سطح مختلف، برای نمونه kدر، 

,، کهiSبه این صورت که در سطح تنش شتابیده  , ,...,i 0 1 2 kتعداد ،in گیرند.واحد از محصولات تحت آزمون قرار می 

,شدهنییتعهای از پیش ای در زمانبازرسی دوره imام تعداد iدر سطح تنش  .2 ,...,
ii1 i2 imt t t گیرد کهصورت می

iimt  در زمان خاتمه آزمون
 باشد.ام میi سطح تنش 

، تعداد واحدهایی که در بازه iSدر سطح تنش  .3 ,ij 1 jt ti شوند که آن را با نماد شوند، ثبت میبا شکست مواجه میijxدهیم که ، نمایش می
i0t 0  و, , ,...,i 0 1 2 k  و, ,..., ij 1 2 m. 

تا از  i1t ،i1cکنیم. به این صورت که در زمان جویی در زمان و هزینه روی واحدهای آزمون اعمال میسانسور فزاینده نوع اول را برای صرفه .4
تصادفی کنار گذاشته  طوربهتا از واحدهای سالم  i2t ،i2cمشابه در زمان  طوربهشوند؛ تصادفی از آزمون حذف می طوربهواحدهای سالم 

باشد، می iSون در سطح تنش خاتمه آزم بازمانیابد تا زمانی که به آخرین زمان بازرسی که معادل شوند و این روند به همین ترتیب ادامه میمی

یعنی 
iimt یعنی؛ شوندمانده از آزمون حذف میرسیم؛ در این زمان تمامی واحدهای سالم باقیمی 

i

m m 1i i

ij ijim i
i 1 i 1

c n x c


 

   . 

(1)   , , , , ,..., .

i

i
i

t
F t 1 1 t 0 i 0 1 2 k






 

     
 

 

(2) log .i 0 1 iS    
(3) log .i 0 1 iS    
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 پارامترهای مجهول مدل برآورد -3

به دلیل سادگی  1نماییماکسیمم درست برآوردهای سانسور شده وجود دارد. در اینجا از روش های مختلفی برای تخمین دادهروش
(. تابع درستنمای 1990 ،شود )نلسون، استفاده میبرآوردگرهامحاسبات و برخورداری از توزیع مجانبی نرمال و تخمین واریانس مجانبی 

های تصادفی، برای مشاهدات ع اول با حذفتحت سانسور فزاینده نو ijx ،, , ,...,i 0 1 2 k و , ,..., ij 1 2 m و نسبت به پارامترهای
 , ,..., , , ,...,1 2 k 1 2 k       شود:زیر محاسبه می صورتبه 

که  , ,...,1 2 k=c c c c ازای به, , ,...,i 0 1 2 k  و , ,...,i1 i2 iki = c c cc گیریم، واحدهای سانسور شده یعنی است. در این مقاله در نظر می
 ijc ،, , , . . . ,i 0 1 2 k  و, , ..., ij 1 2 m، شدهنییتعای با احتمالات ثابت و از پیش از توزیع دوجمله  , ,...,1 2 k=     پیروی

,ازای به ؛ کهکنندمی , ,...,i 0 1 2 k ، , ,...,i1 i2 iki =   باشد. به میi1،i2،... ،ik 1 پس شود.احتمالات سانسور میانی گفته می 
 توان نوشت:می

به یاد داریم که 
i

m m 1i i

ij ijim i
i 1 i 1

c n x c


 

   . 

از طرف دیگر، با توجه به اینکه مشاهدات  ijx، با پارامترهای  یاچندجملهتوزیع  ازin  وijp که  کنندپیروی میijp  احتمال شکست
محصول در بازه زمانی  ,ij 1 jt ti باشد. پسمی 

 
 ، داریم:(6رابطه ) که در

زیر  صورتبه، تابع درستنمایی (4رابطه )در  (6)و  (5روابط )و نهایتاا با جایگذاری  (6رابطه )در  (8)و  (7)روابط با جایگذاری 
 شود:محاسبه می

                                                             

1  Maximum Likelihood Estimation 

(4)      .L L | P  c c 

(5) 

         

  .

i i

j j
i

i il ilil
l 1 l 1

i1 i2 i1 i3 i1 i2 im 1 i1 i2 im 2

j j 1
m 1k

n x cc

l 1 l 1
i 1 j 1

P = P c P c | c P c | c c ...P c | c c ... ci

n x ci il il= π 1- π

cij
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(6)  | ! ! ! .
i i

ij ij
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1
m mk k k

x c

ij c
i 1 i 1 j 1 i 1 j 1

L = n x c p pi ij ij
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بود،  شدهگرفتهدر نظر  (3)و  (2روابط )خطی که بین پارامترهای توزیع لومکس و سطح تنش به فرم -اکنون با استفاده از روابط لگ
را نسبت به پارامترهای  (9)رابطه در  شدهارائهتوان لگاریتم تابع درستنمایی می , , ,0 1 0 1     زیر نوشت: صورتبه 

 

را نیز محاسبه کرد.  پارامترهای  برآوردتوان می (3)و  (2روابط )با توجه به  پارامترهای برآوردواضح است که با به دست آوردن 
نسبت به پارامترهای  (10از رابطه )ماکسیمم درستنمایی پارامترها، باید  برآوردبرای به دست آوردن 

0 ،
1 ،

0  و
1  مشتق بگیریم

 ها را برابر صفر قرار دهیم:و آن

 

 صورتبه 1و  0 ،1 ،0ماکسیمم درستنمایی پارامترهای  برآوردمشخص است، به دست آوردن  (14)-(11روابط )طور که در همان
(، 2020) 1زاده و همکارانتوان به مقالات خواجهمی مثالعنوانبههای عددی استفاده کنیم. باید از روش رونیازاپذیر نیست؛ تحلیلی امکان

برای به دست  4رافسون-اشاره کرد. در اغلب مقالات، روش نیوتن (2014) 3لطفی زاده نیحسفطرت و ( و خوش2018) 2فر و همکارانپرنیانی
( اشاره 2019) 5توان به مقاله پرچمی و همکارانمی مثالعنوانبهاست.  قرارگرفته مورداستفادهماکسیمم درستنمایی در چنین شرایطی  برآوردآوردن 

                                                             

1 Khaje Zadeh et al.  

2 Parnianifard et al. 

3Khoshfetrat and Hosseinzadeh Lotfi  
4 Newton-Raphson 

5 Parchami et al. 

(10) 
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ممکن است  که این امر است ازیموردنرافسون، مشتقات مرتبه دوم تابع لگاریتم درستنمایی در هر تکرار -نیوتن روشن کاربردبرای به کرد. 
 1کنیم. همچنین لیتل و روبیندر این مقاله استفاده می EMوریتم بنابراین برای جلوگیری از این مشکل، از الگ؛ گاهی اوقات پیچیده باشد

است خصوصاا  اعتمادترقابلرافسون -سرعت همگرایی کمی دارد اما در مقایسه با روش نیوتن EM( اشاره کردند که گرچه الگوریتم 2007)
 شود.ه میدر بخش بعدی اشار EMبه الگوریتم  ناقص باشند. هازمانی که تعداد زیادی از داده

 EM مالگوریت -1-3

 های ناقص است. برای آشنایی بیشتر با اینیک روش معمول برای ماکسیمم کردن توابع درستنمایی پیچیده در برخورد با داده EMالگوریتم 
داده داریم: دسته اول،  دودستهما  EM( مراجعه کنید. برای استفاده از الگوریتم 2010) 2نواب پورو  نژاد یدیرشتوانید به الگوریتم می
های کامل(. در واقع مجموعه های غیرقابل مشاهده )دادههای ناقص( و دسته دوم، مجموعه دادههای مشاهده شده )دادهمجموعه داده

زمان شکست  باشد. ما در این مقاله،می شدهگمهای کامل، همراه با تعدادی داده شوند و مجموعه دادههای ناقص مستقیماا مشاهده میداده
تحت بازرسی مداوم و بدون اعمال  هامؤلفهگیریم که در نظر می گریدعبارتبهگیریم. ، در نظر میشدهگمهای داده عنوانبهرا  هامؤلفهدقیق 

های کامل را با باشند. مجموعه داده قرارگرفتهسانسور، مورد آزمون  , ,...,1 2 k=y y y y که  , ,...,i1 i2 iki = y y yy دهیم. در نمایش می
دنباله مشاهدات حقیقت  ijx  های های ناقص در مورد دادههای کامل است. لفظ داداز داده مشاهدهقابلکه قبلاا معرفی کرده بودیم، تابعی

 شود.نباشد نیز اطلاق می مشاهدهقابلای که هرگز رود اما به هر دادهبه کار می شدهگم

، باشندشده میهای گمو داده شدهمشاهدههای های کامل که ترکیبی از دادهروش به این صورت است که ابتدا باید برای داده EMدر الگوریتم 
لگاریتم تابع درستنمایی را محاسبه کنیم که آن را با نماد  coml  دهیم. الگوریتم نمایش میEM ریتم تابع درستنمایی با استفاده از لگا

، معادله درستنمایی میرمستقیغ طوربههای کامل، طی فرایندی تکراری داده com 0





l 



x کند. فرض کنید را حل می 0
  مقداری

عبارت است از محاسبه  Eباشد؛ در تکرار اول گام  آغازین برای   |comE l  x و گام M شامل محاسبه  1
 از طریق ماکسیمم کردن

  |comE l  xهای . گامE  وM یجابه بار نیاشوند، البته مجدد تکرار می  0
  از 1

 شود. در تکرار استفاده می h+1 های ام، گام
E  وM شوند:زیر انجام می صورتبه 

     | ,h
comE l   x .باید محاسبه شود 

  انتخاب مقدار h+1
 تابع  کهیطوربه    | ,h

comE l   x .را ماکسیمم کند 

 کند. اریاست، اخت دنباله ییدهنده همگرارا که نشان یمقدار کوچک دلخواه که تفاضل شوندیتکرار م یتا زمان Mو  E یهاگام

 یبیترک به حجم که نمونه کامل میریگیدر نظر م نجایا. در میکنیمقاله اجرا م نیدر ا یمدل تحت بررس یرا برا EM تمیروش الگور اکنون
هستند که  ییطول عمر واحدها گرانیب که میریگیدر نظر م گونهنیما ا نیبنابرا؛ باشدینسور شده مو مشاهدات سا شدهثبتاز مشاهدات 

یاز آزمون کنار گذاشته م تصادفبه t_ij یساست که در زمان بازر ییطول عمر واحدها انگریب اند وبا شکست مواجه شده یبازه زمان رد
 که. نوشت صورتبه توانیکامل را م یهانوع اول نمونه داده ندهیتحت سانسور فزا نیبنابرا؛ شوند

 :شودیمحاسبه م ریز صورتبهکامل  یهاداده ییتابع درستنما تمیلگار (3) و( 2روابط )و  ذکرشدهبا توجه به نکات  جهیدرنت

                                                             

1 Little and Rubin 

2 Rashidinejad and Navvabpour 

(15) 
     

     * .log log
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 داریم: Eبرای اجرای مرحله 

 
 نیاز داریم: (16) رابطهبه مشتقات جزئی  Mاکنون برای اجرای مرحله 

 
 داریم: (20)-(17) روابطکه در 

(16) 
      

   
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

*

| ,

log log .
ij ijih 1 h 1

i0 1 0 1 i 0 1 i

k k k
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com i i i i0 1 0 1
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il il
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که f  است. (1رابطه )مشتق  گریدعبارتبهباشد؛ تابع احتمال توزیع لومکس می 

 طرح آزمون کردن نهیبه -4

سازی طرح آزمون تنش ثابت، طرح آزمون تنش ثابت است. منظور از بهینه کردن نهیبهطور که قبلاا اشاره شد، یکی از اهداف این مقاله همان
ها مبتنی بر آن همه که گیرندقرارمی مورداستفادهسازی بهینه اعمال هر سطح تنش است. معیارهای مختلفی برای بهینه زمانمدتتعیین 

 حداقل به از عبارت است اول شود. معیارسازی طرح آزمون استفاده میباشند. در این مقاله از دو معیار برای بهینهمی فیشر طلاعماتریس ا

چندک  برآوردگر مجانبی واریانس رساندن حداقل به شامل نیز دوم معیار و محصول عمر طول میانگین برآوردگر مجانبی واریانس رساندن
 باشد.ام می pمرتبه 

 اول یسازنهیبهمعیار  -1-4

گیرد که میانگین طول عمر قرار می مورداستفادهو زمانی  سازی در مطالعات طول عمر استترین معیارهای بهینهاین معیار از متداول
شرایط استفاده  میانگین طول عمر محصولات در برآوردگرمحصولات اهمیت داشته باشد. در این بخش قصد داریم واریانس مجانبی 

 معمول را به حداقل برسانیم.

 باشد:زیر می صورتبهکنند، در شرایط استفاده معمول میانگین طول عمر محصولاتی که از توزیع لومکس تبعیت می

 

 کنیم:میانگین طول عمر محصول استفاده می برآوردگربرای سادگی محاسبات از لگاریتم 

 
logˆواریانس مجانبی  0  را با نماد  ˆlog 0AVar کنیم:دهیم و برای محاسبه آن از روش دلتا استفاده مینمایش می 

 
logˆ بردار مشتقات مرتبه اول از  1Hماتریس اطلاع فیشر و  برآوردعبارت است از F̂که 0نسبت به پارامترهای ˆ

0،ˆ
1، ˆ

0 وˆ
1
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باشد. در عمل مقادیر می , , ,ˆ ˆˆ ˆ ˆ0 1 0 1      آیند. طبق جه آزمون مقدماتی به دست مینتیبر مبنای یک تجربه قبلی و یا بر اساس

 شدهارائهتوضیحات 
1H شود:زیر محاسبه می صورتبه 

 
 برآوردگر واریانس فیشر تعیین اطلاع ماتریس کاربردهای دانیم، ازمی که طورهمانپردازیم. می 1اکنون به محاسبه ماتریس اطلاع فیشر

باشد و پارامترهای مدل می برآورد در کلیدی نقش دارای فیشر، اطلاع ماکسیمم درستنمایی است. ماتریس برآوردگرمجانبی  رفتار و
-ماتریس واریانس برای یبرآورد ماتریس این ، معکوسعلاوهبهاست.  مجهول پارامترهای ها دربارهداده اطلاع میزان کنندهفیتوص

 دوم مرتبه جزئی منفی مشتقات از باید فیشر، اطلاع ماتریس آوردن دست به باشد. برایپارامترها می یبرآوردگرها مجانبی کواریانس

. با این دهیمنمایش می Fنماد  با را فیشر اطلاع ماتریس ما اینجا در .گرفت ریاضی امید پارامترها، به نسبت درستنمایی تابع لگاریتم
 شوند:زیر محاسبه می صورتبههای ماتریس اطلاع فیشر توضیحات، درایه

                                                             

1  Fisher Information Matrix 
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، (38)-(29در روابط )که  jxiE  و jciE  به ازای, , ,...,i 0 1 2 k و , ,..., ij 1 2 m ( از 2020) 1انهراجا و پرادهیق مقاله بودطب
 .ندیآیمبه دست  (40) و (39) روابط

 
pکه
ij

pو 
cij

 .اندشدهارائه( 8)و  (7) روابطدر  

                                                             

1 Budhiraja and Pradhan 
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 دوم یسازنهیبهمعیار  -2-4

سیمم ماک برآوردگر، مینیمم کردن واریانس مجانبی شدهاستفادهبرای به دست آوردن طرح آزمون بهینه از آن  نجایامعیار دیگری که در 
ام طول عمر محصول، تحت شرایط qدرستنمایی طول عمر صدکی تحت شرایط استفاده معمول است. به این منظور ابتدا چندک مرتبه

عملیاتی معمول،
0Sگردد که آن را با نماد ، ارائه می qtم:دهینمایش می 

 
 برآوردگرکنیم و با استفاده از روش دلتا واریانس مجانبی ام طول عمر، استفاده میqچندک مرتبه برای سادگی محاسبات از لگاریتم 

logماکسیمم درستنمایی qt  کنیم:زیر محاسبه می صورتبهرا 

 
logˆبردار مشتقات مرتبه اول از  2Hماتریس اطلاع فیشر و  برآوردF̂که  qt نسبت به پارامترهای ˆ

0،ˆ
1 ،0̂ و

1̂بنابراین ؛ باشدمی
ماتریس 

2H آیدبه دست می زیر صورتبه: 

 شدهیسازهیشبمطالعات  -5

 برآورداین بررسی هم شامل مسئله  ؛ کههستهدف اصلی از این مطالعه، بررسی عددی برای نشان دادن نتایج نظری بحث شده، 
 شود.و هم شامل طراحی آزمون بهینه می EM با استفاده از روش الگوریتم پارامترهای مدل

کنیم. بدون از دست دادن کلیت استفاده می استاندارد مدل از بگذاریم نمایش به را بهینه آزمون طرح روند بتوانیم بهتر کهاین برای
 ده کرد:شوند، استفازیر محاسبه می صورتبهکه  استانداردشدهتوان از سطوح تنش استفاده از سطوح تنش اصلی، می یجابهمسئله، 

 
0Sکه در این صورت 0    وkS 1 . 

 توان تعداد بازرسی در سطوح تنش مختلف را با یکدیگر یکسان در نظر گرفت؛ در این صورت داریم:برای سادگی محاسبات می
...1 2 km m m   .گریدعبارتبههای بازرسی در تمامی سطوح تنش با یکدیگر برابر هستند؛ توان در نظر گرفت زمانمی علاوهبه 
...1 j 2 j kjt t t   به ازای , , ... ,j 1 2 m. باشند، یعنی خاتمه تمامی سطح تنش با یکدیگر برابر می ر این صورت زماند

...1m 2m kmt t t T    .گریدعبارتبه T.زمان خاتمه آزمون است 

سه ترکیب داده  قرار گرفت، از موردبحث 3به دست آمد و در بخش  EM ماکسیمم درستنمایی که توسط الگوریتم برآوردگربرای ارزیابی 
 :از اندعبارتای آن مقادیر اولیه شود وکه آزمون عمر شتابیده تنش ثابت در دو سطح مختلف اجرا می 1شود. مثال مختلف استفاده می

(41)   .
S0 1 0

0 1 0 eS
qt e 1 q 1

 
 

 
  

   
 

 

(42)   ˆˆAVar log .1
Q q 2 2t H F H    

(43) 

   

 

   

 

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

log
,

log
, , .

S0 1 0
0 1 0

S0 1 0

S0 1 0
0 1 0

S0 1 0

eS

2
e

eS
0

0
e

e 1 q 1 q
H

1 q 1

S e 1 q 1 q
1 S

1 q 1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 




 


 


  


  

 

(44) , , , ,..., .i 0
i

i k

S S
S i 0 1 2 k

S S


   


 



 

 

 

582 

می
حک

ین 
وش

ن
 / پور

میم
تص

ت، 
لیا

عم
در 

یق 
حق

و ت
ی 

گیر
وره 

د
6 ،

اره 
شم

4 ،
ان 

مست
ز

14
00

، 
حه: 

صف
59

1
-

57
0

 

k 2 ،.1S 0 2  ،
2S 1  ،m 6،

1n 40،
2n 50، .0 0 3  ،.1 0 5 ،.0 0 4 ،.1 0 6  0.1 بازرسی را هایو زمان ،

مقادیر اولیه آزمون عمر شتابیده تنش ثابت در سه سطح مختلف است و، شامل 2مثال گیریم. در نظر می 0.6و  0.5، 0.4، 0.3، 0.2
k :از اندعبارتای آن  3،.1S 0 1 ،.2S 0 3 ،3S 1 ،m 4،

1n 30،
2n 40،3n 50،.0 0 1 ، .1 0 2 ، .0 0 2 

،.1 0 3 آزمون عمر شتابیده تنش ثابت در چهار ، نیز شامل 3مثال گیریم. در نظر می 0.4و  0.3، 0.2، 0.1 های بازرسی راو زمان
k :از اندعبارتای آن مقادیر اولیه سطح مختلف است و 4،.1S 0 2  ،.2S 0 4 ،.3S 0 6 ،

4S 1 ، m 6،
1n 30،

2n 40

،3n 50،
4n 60،.0 1 2 ،.1 1 6 ،.0 1 1 ، .1 1 6 در نظر  0.6و  0.5، 0.4، 0.3، 0.2، 0.1 های بازرسی راو زمان

 گیریم.می

پیروی  %20و  %10، %0 ای با احتمالات ثابتگیریم تعداد واحدهای سانسور شده از توزیع دوجملههمچنین در هر بازبینی در نظر می
 داریم. سروکارما با سانسور نوع اول  درواقعاست،  %0زمانی که احتمال سانسور میانی معادل کند. واضح است که می

به ازای احتمال سانسورهای مختلف،  3 تا 1 هایجدولسازی در تحت این تنظیمات و با ده هزار بار تکرار الگوریتم، نتایج مطالعات شبیه
شود و نمایش داده می MSEبا نماد  اختصاربهها که برای هر یک از پارامتر 2میانگین توان دوم خطا، برآوردگر هر 1اریبیاست.  شدهارائه

مشاهده  3 تا 1 هایجدولدر  طور کههماناست.  شدهارائهو  شدهمحاسبهشود، نمایش داده می REبا  اختصاربهها که آن 3خطای نسبی
دارد؛ از طرف دیگر  شدهارائه وردگربرآمقدار بسیار کوچکی است و این نشان از خوب بودن  برآوردگرهابه ازای تمامی  MSEکنیم، مقدار می

 از مقداربا افزایش سانسور میانی،  گریدعبارتبهیابد. افزایش می برآوردگر REو  MSEاریبی،  قدر مطلقبا افزایش احتمال سانسور میانی، 
 گیریم.واقعی پارامتر مجهول فاصله می

 .1های مثال ای دادهبر  REو  MSEاریبی، پارامترها به همراه  ML برآوردگر -1جدول 

Table 1. MLE of the parameters along with their MSE and RE for data of example 1. 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

ال بهینه اعم زمانمدتآزمون عمر شتابیده تنش ثابت، به دست آوردن  یسازنهیبهپردازیم. هدف از حال به بررسی طراحی آزمون بهینه می
شوند، پس معادل زمان خاتمه به محصولات اعمال می زمانهم طوربهباشد که البته چون سطوح تنش هر سطح تنش به محصولات می

ها، تعداد از قبیل سطوح تنش، میزان سانسور کردن دادهبر زمان بهینه خاتمه آزمون  مؤثرباشد. در این بررسی جامع، عوامل آزمون می
 گیرد.قرار می یموردبررس سازیها در هر سطح تنش و حجم نمونه تحت هر دو معیار بهینهبازبینی

                                                             

1Bias 

2 Mean Square Error 
3 Relative Error 

𝝅  MLE Bias MSE RE 
0% α̂0 0.2997 −0.0003 9.000 × 10−8 0.0010 

α̂1 0.4947 −0.0053 20.8090 × 10−5 0.0106 

β̂0 0.4141 0.0141 1.9881 × 10−4 0.0352 

β̂1 0.6155 0.0155 2.4025 × 10−4 0.0258 
10% α̂0 0.2988 −0.0012 1.4400 × 10−6 0.0040 

α̂1 0.4877 −0.0123 1.5129 × 10−4 0.0246 

β̂0 0.4214 0.0212 4.4944 × 10−4 0.0530 

β̂1 0.6203 0.0203 4.1209 × 10−4 0.0338 
20% α̂0 0.2797 −0.0203 4.1209 × 10−4 0.0677 

α̂1 0.4755 −0.0245 6.0025 × 10−4 0.0490 

β̂0 0.4325 0.0325 0.0011 0.0812 

β̂1 0.6212 0.0212 4.4944 × 10−4 0.0353 
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 .2ل ثاهای مبرای داده REو  MSE، ا به همراه اریبیپارامتره ML برآوردگر -2جدول 
Table 2- MLE of the parameters along with their MSE and RE for data of example 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .3های مثال برای داده REو  MSEپارامترها به همراه اریبی،  ML برآوردگر -3جدول 
Table 3- MLE of the parameters along with their MSE and RE for data of example 3. 

  

 

 

 

 

 

 

  

20%سازی و به ازای تحت هر دو معیار بهینه 3و  2، 1های های مثال، مقادیر بهینه زمان خاتمه آزمون را برای داده4جدول    ارائه
*دهد. در این جدول زمان بهینه خاتمه آزمون تحت معیار اول را با نمادمی

MT زمان بهینه خاتمه آزمون تحت معیار دوم را با نماد  و *
QT

شود زمان بهینه خاتمه آزمون در تمامی ها، نتیجه میبرای هر یک از مثال شدهنییتعهای بازرسی از پیش دهیم. با توجه به زماننمایش می
ه توان نتیجه گرفت زمان آخرین بازرسیِ قبل از خاتممون است. بدین ترتیب میها، بلافاصله بعد از آخرین بازرسیِ قبل از خاتمه آزمثال

تحت هر  شدهنهیبههای شود که زمان، نتیجه می4جدول از  علاوهبهفاکتور در تعیین زمان بهینه خاتمه آزمون است.  نیمؤثرترآزمون، 
کمتر از  یموردبررسدف تحت معیار دوم در هر سه مجموعه داده نمایید، تابع هطور که مشاهده میدو معیار یکسان هستند البته همان

تحت معیار دوم کاراتر از معیار اول  شدهیطراحدهنده این است که آزمون بهینه باشد، این امر نشانهدف تحت معیار اول می تابعمقدار 
 است.

 

𝛑  MLE Bias MSE RE 
0% α̂0 0.0997 −0.0002 7.0129 × 10−7 0.0035 

α̂1 0.1986 −0.0014 1.9600 × 10−6 0.0070 

β̂0 0.2120 0.0121 1.4401 × 10−4 0.0600 

β̂1 0.3014 0.0014 1.9600 × 10−6 0.0047 
10% α̂0 0.0948 −0.0052 2.7040 × 10−5 0.0520 

α̂1 0.1755 −0.0245 6.0025 × 10−4 0.1225 

β̂0 0.2141 0.0141 1.9881 × 10−4 0.0705 

β̂1 03052 0.0052 2.7040 × 10−5 0.0173 
20% α̂0 0.0880 −0.0120 1.4400 × 10−4 0.1200 

α̂1 0.1719 −0.0281 7.8961 × 10−4 0.1405 

β̂0 0.2281 0.0221 3.2152 × 10−4 0.1405 

β̂1 0.3203 0.0203 4.1209 × 10−4 0.0677 

𝝅  MLE Bias MSE RE 

𝟎% �̂�𝟎 𝟏. 𝟏𝟗𝟕𝟐 −𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟖 𝟕. 𝟖𝟒𝟎𝟎 × 𝟏𝟎−𝟔 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟑 
�̂�𝟏 𝟏. 𝟓𝟗𝟎𝟖 −𝟎. 𝟎𝟎𝟗𝟐 𝟖. 𝟒𝟔𝟒𝟎 × 𝟏𝟎−𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟖 

𝜷�̂� 𝟏. 𝟏𝟎𝟒𝟑 𝟎. 𝟎𝟎𝟒𝟑 𝟏. 𝟖𝟒𝟗𝟎 × 𝟏𝟎−𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟗 

𝜷�̂� 𝟏. 𝟔𝟎𝟒𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟒𝟓 𝟐. 𝟎𝟐𝟓𝟎 × 𝟏𝟎−𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟐𝟖 
𝟏𝟎% �̂�𝟎 𝟎. 𝟐𝟗𝟗𝟕 −𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟑 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟗 × 𝟏𝟎−𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟎 

�̂�𝟏 𝟏. 𝟓𝟖𝟕𝟑 −𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟕 𝟏. 𝟔𝟏𝟐𝟗 × 𝟏𝟎−𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟗 

𝜷�̂� 𝟏. 𝟏𝟏𝟎𝟔 𝟎. 𝟎𝟏𝟎𝟔 𝟏. 𝟏𝟐𝟑𝟔 × 𝟏𝟎−𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟗𝟔 

𝜷�̂� 𝟏. 𝟔𝟎𝟓𝟐 𝟎. 𝟎𝟎𝟓𝟐 𝟐. 𝟕𝟎𝟒𝟎 × 𝟏𝟎−𝟓 𝟎. 𝟎𝟎𝟑𝟐 
𝟐𝟎% �̂�𝟎 𝟏. 𝟏𝟖𝟕𝟑 −𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟕 𝟏. 𝟔𝟏𝟐𝟗 × 𝟏𝟎−𝟒 𝟎. 𝟎𝟏𝟎𝟔 

�̂�𝟏 𝟏. 𝟓𝟕𝟏𝟗 −𝟎. 𝟎𝟐𝟖𝟏 𝟓. 𝟏𝟗𝟗𝟒 × 𝟏𝟎−𝟒 𝟎. 𝟎𝟏𝟕𝟔 
𝜷�̂� 8𝟏. 𝟏𝟐1 𝟎. 𝟎𝟐𝟖𝟏 𝟑. 𝟑𝟔𝟎𝟒 × 𝟏𝟎−𝟒 𝟎. 𝟎𝟐𝟓𝟓 

𝜷�̂� 𝟏. 𝟔𝟏𝟐𝟑 𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟑 𝟏. 𝟓𝟏𝟐𝟗 × 𝟏𝟎−𝟒 𝟎. 𝟎𝟎𝟕𝟕 
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 .یسازنهیبهزمان بهینه خاتمه آزمون و تابع هدف متناظر با آن تحت دو معیار  -4جدول 
Table 4- Optimal termination times and corresponding objective functions under two optimality criteria. 

  

 

 

  

احتمال سانسور میانی را بر  تأثیر، 5جدول پردازیم. بر زمان بهینه خاتمه آزمون تحت این دو معیار می مؤثردر ادامه به بررسی عوامل دیگر 
 شده ندارد.بر زمان بهینه یریتأثواضح است، میزان سانسور میانی  ؛ کهدهدزمان بهینه خاتمه آزمون نشان می

 .سازیمیانی بر زمان بهینه خاتمه آزمون تحت هر دو معیار بهینه احتمال سانسور تأثیر -5جدول 

Table 5- The effect of intermediate censoring on the optimal termination times under two optimality criteria. 

 
 
 

 

 

 

ه به ترتیب برای مجموع یموردبررساحتمال سانسور میانی را بر مقدار تابع هدف بهینه تحت دو معیار  تأثیر، نمودار 3 و 2 ،1های شکل
آزمون، مقدار تابع هدف بهینه  زمانمدتشود، با افزایش طور که از نمودارها نتیجه میدهند. هماننشان می 3و  2، 1های مقادیر اولیه مثال

شود با افزایش احتمال سانسور میانی، توابع هدف در مشاهده می علاوهبه باشد.سازی دارای روند افزایشی مشابهی میتحت دو معیار بهینه
سمت صفر میل کند، نیز  زمان خاتمه آزمون، کمتر باشد و به هرقدرکنند، از طرفی سازی مقادیر کمتری را اختیار میهر دو معیار بهینه

بردن کار بالاهیابی به آزمون کارا یک راتوان گفت برای دستمی درواقعگیرد. شود مقدار تابع هدف کمترین مقدار را به خود مینتیجه می
که مقدار  شودکار دیگر کم کردن زمان خاتمه آزمون است. همچنین مشاهده میاحتمال سانسور میانی واحدها در هر بازرسی است و راه

سازی دوم است و این بدان معنی است که بیشتر از مقدار متناظر آن تحت معیار بهینه یطورکلبهسازی اول تابع هدف تحت معیار بهینه
 سازی دوم کاراتر از معیار اول است.آزمون بهینه تحت معیار بهینه یطورکلبه

با احتمال  3و  2، 1های های مثالاتمه آزمون تحت هر دو معیار، به ترتیب برای دادهافزایش حجم نمونه را بر زمان بهینه خ تأثیر، 6 جدول
 شدهگرفتهدر نظر  3و  2، 1های های مختلفی برای مثالطی چهار حالت، حجم نمونه 6جدول دهند. در نشان می 10%سانسور میانی 

1 : حالت اول1است. برای مثال  2 2n n 01 وم، حالت د 2 3n n 01 ، حالت سوم 2 4n n 0 1 و حالت چهارم 2 5n n 0 .
1 : حالت اول2برای مثال  2 3 2n n n 0  1، حالت دوم 2 3 3n n n 0 1 ، حالت سوم 2 3 4n n n 0   و حالت چهارم

1 2 3 5n n n 0   1: حالت اول 3و برای مثال 2 3 4 2n n n n 0  1 ، حالت دوم 2 3 4 3n n n n 0  حالت سوم ، 
1 2 3 4 4n n n n 0   1 و حالت چهارم 2 3 4 5n n n n 0  شود که با تغییر حجم نمونه، نتیجه می 6 جدولهای . با توجه به داده

 .آیددر زمان بهینه خاتمه آزمون تغییری به وجود نمی

 

 

 سازی اولمعیار بهینه سازی دوممعیار بهینه  
T𝑄 زمان بهینه خاتمه آزمون 1های مثال داده

∗ = 0.5001 T𝑀
∗ = 0.5001 

𝜙𝑄 مقدار تابع هدف  = 74.5911 𝜙𝑀 = 536.1438 

T𝑀 زمان بهینه خاتمه آزمون 2های مثال داده
∗ = 0.3001 T𝑀

∗ = 0.3001 

𝜙𝑄 مقدار تابع هدف  = 86.1361 𝜙𝑀 = 2.2206 × 103 

T𝑄 زمان بهینه خاتمه آزمون 3های مثال داده
∗ = 0.5001 T𝑀

∗ = 0.5001 

𝜙𝑄 مقدار تابع هدف  = 157.6718 𝜙𝑀 = 210.6707 

  𝝅 

  0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 

T𝑀 1مثال 
∗  0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 

 T𝑄
∗  0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 

T𝑀 2مثال 
∗  0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 

 T𝑄
∗  0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 

T𝑀 3مثال 
∗  0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 

 T𝑄
∗  0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 
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 .1های مثال تابع هدف بهینه نسبت به زمان خاتمه آزمون به ازای احتمال سانسورهای میانی مختلف، برای داده -1 شکل

Figure 1- Optimal objective function with respect to termination times for different intermediate censoring, for 

data of example 1. 

 

 

.2های مثال تابع هدف بهینه نسبت به زمان خاتمه آزمون به ازای احتمال سانسورهای میانی مختلف، برای داده -2شکل   

Figure 2- Optimal objective function with respect to termination times for different intermediate censoring, for 

data of example 2. 

 

 .3های مثال تابع هدف بهینه نسبت به زمان خاتمه آزمون به ازای احتمال سانسورهای میانی مختلف، برای داده -3شکل 

Figure 3- Optimal objective function with respect to termination times for different intermediate censoring, for 

data of example 3. 
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 .سازیحجم نمونه بر زمان بهینه خاتمه آزمون تحت هر دو معیار بهینه تأثیر -6جدول 
Table 6- The effect of sample size on the termination times under two optimality criteria. 

  

 

 

 

 شدهمیترس یموردبررسبرای سه مثال  6جدول افزایش حجم نمونه بر تابع هدف بهینه متناظر با  تأثیر، نمودارهای 6تا  4های شکلدر 
یابد پس برای شود، با افزایش حجم نمونه مقدار تابع هدف در هر دو معیار افزایش میطور که از این نمودارها نتیجه میاست. همان

 یابی به آزمون بهینه کارا بهتر است از حجم نمونه کمتر استفاده شود.دست

 .1های مثال هحجم نمونه بر تابع هدف بهینه تحت هر دو معیار، برای داد تأثیر -4شکل 
Figure 4- The effect of sample size on the optimal objective function under both criteria, for data of example 1. 

 

 

 .2های مثال حجم نمونه بر بر تابع هدف بهینه تحت هر دو معیار، برای داده تأثیر -5 شکل
Figure 5- The effect of sample size on the optimal objective function under both criteria, for data of example 2. 

 

 

𝑵  1مثال  = 𝟏𝟎𝟎 𝑵 = 𝟖𝟎 𝑵 = 𝟔𝟎 𝑵 = 𝟒𝟎 
T𝑀

∗  0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 
T𝑄

∗  0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 
𝑵  2مثال  = 𝟏𝟓𝟎 𝑵 = 𝟏𝟐𝟎 𝑵 = 𝟗𝟎 𝑵 = 𝟔𝟎 

T𝑀
∗  0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 

T𝑄
∗  0.3001 0.3001 0.3001 0.3001 

𝑵  3مثال  = 𝟐𝟎𝟎 𝑵 = 𝟏𝟓𝟎 𝑵 = 𝟏𝟐𝟎 𝑵 = 𝟖𝟎 

T𝑀
∗  0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 

T𝑄
∗  0.5001 0.5001 0.5001 0.5001 
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 .3های مثال حجم نمونه بر تابع هدف بهینه تحت هر دو معیار، برای داده تأثیر -6شکل 
Figure 6- The effect of sample size on the optimal objective function under both criteria, for data of example 3. 

 
 

نمایش  3و  2، 1های های مثالبرای داده یموردبررسافزایش تعداد سطوح تنش را بر زمان بهینه خاتمه آزمون تحت هر دو معیار  تأثیر، 7جدول 
طور است. همان شدهگرفتهدر نظر  0.6و  0.5، 0.4، 0.3، 0.2، 0.1 های بازرسیو زمان 6ها، تعداد بازرسی دهد. در تمامی این مثالمی

 .از تعداد سطوح تنش نیست متأثرشود، زمان بهینه خاتمه آزمون که مشاهده می

 .سازیتعداد سطوح تنش بر زمان بهینه خاتمه آزمون تحت هر دو معیار بهینه تأثیر -7جدول 
Table 7- The effect of the number of stress levels on the termination times under two optimality criteria. 

 

 

 

 

، نمایش 1 های مثالبرای داده یموردبررسافزایش تعداد سطوح تنش را بر تابع هدف بهینه با توجه به هر دو معیار  تأثیر، نمودار 7شکل 
ه یابی بیابد. پس برای دستشود با افزایش تعداد سطوح تنش، تابع هدف در هر دو معیار افزایش میطور که مشاهده میدهد. همانمی

 از تعداد سطوح تنش کمتری استفاده نماییم. آزمون بهینه کارا بهتر است

 .تعداد سطوح تنش بر تابع هدف بهینه تحت هر دو معیار تأثیر -7شکل 
Figure 7- The effect of number of stress levels on the optimal objective function under both criteria. 

 

  𝒌 = 𝟒 𝒌 = 𝟑 𝒌 = 𝟐 

𝑇𝑀 1مثال 
∗  0.5001 0.5001 0.5001 

𝑇𝑄
∗  0.5001 0.5001 0.5001 

𝑇𝑀 2مثال 
∗  0.5001 0.5001 0.5001 

𝑇𝑄
∗  0.5001 0.5001 0.5001 

𝑇𝑀 3مثال 
∗  0.5001 0.5001 0.5001 

𝑇𝑄
∗  0.5001 0.5001 0.5001 
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نشان  3و  2، 1های های مثالبرای داده یموردبررسافزایش تعداد بازبینی را بر زمان بهینه خاتمه آزمون تحت هر دو معیار  تأثیر، 8جدول 
mدهد. در این جدول برایمی 2برای 0.2، 0.1 های بازرسی رازمان ،m 3 برای3.0، 0.2، 0.1 های بازرسی رازمان ، m 4 

m، برای0.4، 0.3، 0.2، 0.1 های بازرسی رازمان 5و برای  0.5، 0.4، 0.3، 0.2، 0.1 های بازرسی رازمانm 6 های زمان
شویم که زمان بهینه خاتمه متوجه می 8جدول است. با توجه به نتایج  شدهگرفتهدر نظر  0.6و  0.5، 0.4، 0.3، 0.2، 0.1 بازرسی را

 .آزمون تحت هر دو معیار، بلافاصله بعد از زمان بازرسی قبل از خاتمه آزمون است

 .سازیتعداد بازبینی بر زمان بهینه خاتمه آزمون تحت هر دو معیار بهینه تأثیر -8جدول 

Table 8- The effect of the number of inspections on the termination times under two optimality criteria. 

 

 

 

 

 

 ازآنجاکهدهد. نشان می 1 های مثالسازی برای دادهافزایش تعداد بازبینی را بر تابع هدف بهینه تحت هر دو معیار بهینه تأثیر، نمودار 8 شکل
ن تعیین زما درروند یریتأثتعداد سطوح تنش  شدهانجامهای و طبق بررسی شدهحاصل، همواره نتایج مشابهی 3و  2، 1های در بررسی مثال

 1های مثال بهینه خاتمه آزمون و تابع هدف بهینه ندارد و از طرف دیگر به دلیل محدودیت صفحات مقاله، برای این بررسی فقط از داده
ازی سشود، افزایش تعداد بازبینی منجر به افزایش میزان تابع هدف تحت هر دو معیار بهینهطور که مشاهده میاست. همان شدهتفادهاس

انتخاب شود. همچنین مشابه نتایجی که  ها در حین آزمون کمیابی به آزمون بهینه کارا بهتر است تعداد بازبینیبرای دست جهیدرنتشود. می
 سازی دوم نسبت به معیار اول، کاراتر است.نیز واضح است که معیار بهینه 8شکل حاصل شد، در  7 شکلتا  1 شکلاز 

.1های مثال ها بر تابع هدف بهینه تحت هر دو معیار، برای دادهتعداد بازرسی تأثیر -8شکل   

Figure 8- The effect of number of inspection times on the optimal objective function under both criteria, for data 

of example 1. 

 

 مثال کاربردی -6

ها برگرفته از کتاب نلسون بریم. دادههای قبل را برای یک مجموعه داده واقعی، به کار میدر قسمت شدهیبررس موضوعات در این بخش،
 ترانسفورماتور عایقر شتابیده تنش ثابت برای دستیابی به زمان خرابی ( است. در فصل سوم این کتاب نتایج حاصل از آزمون عم1990)

، لوواتیک 35.4از  اندعبارتباشد که به ترتیب طبیعی می ازحدشیباست. این آزمایش شامل اعمال ولتاژ در سه سطح ثابت و  شدهارائه
گیرند. لازم به ذکر است، سطح ولتاژ در رمیقرا واحد آزمونی تحت آزمایش 10ش . در هر سطح تنکیلووات 46.7و  لوواتیک 42.4

ها توزیع لومکس برای این داده است. شدهارائه 9جدول های این مثال در است. داده کیلووات 14.4حالت استفاده معمول در این آزمون 

  𝐦 = 𝟔 𝐦 = 𝟓 𝐦 = 𝟒 𝐦 = 𝟑 𝐦 = 𝟐 

T𝑀 1مثال 
∗  0.5001 0.4001 0.3001 0.2001 0.1001 

T𝑄
∗  0.5001 0.4001 0.3001 0.2001 0.1001 

T𝑀 2مثال 
∗  0.5001 0.4001 0.3001 0.2001 0.1001 

T𝑄
∗  0.5001 0.4001 0.3001 0.2001 0.1001 

T𝑀 3مثال 
∗  0.5001 0.4001 0.3001 0.2001 0.1001 

T𝑄
∗  0.5001 0.4001 0.3001 0.2001 0.1001 
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.را با پارامترهای 32 1683 10    4.و 9093 آماره  مقدار 1اسمیرنوف-توجه به اینکه در آزمون کلموگروفیم. با هدبرازش می

.k S 0 1221  و .P value 0 8745  ها در شرایط استفاده معمول، مناسب است. توان نتیجه گرفت این برازش، برای دادهاست، می
ای، دو زمان از کنیم. برای بازرسی دورهای و سانسور فزاینده نوع اول را اعمال میاین مثال، روش بازرسی دوره یهادادهیرواکنون ما بر 

ها با احتمال سانسورهای میانی گیریم که سانسور فزاینده در همین زمانهای بازرسی در نظر میزمان عنوانبهرا  40و  20 شدهنییتعپیش 
ماکسیمم درستنمایی پارامترهای  برآورد EMشود. با استفاده از الگوریتم حدهای تحت آزمون اعمال میبه وا %20و  %10 ،%0معادل 

است.  شدهارائه 10جدول ها در متناظر آن)SE(  2به همراه خطای استاندارد ذکرشدهمجهول مدل، تحت هر یک از سانسورهای میانی 
مقدار کمی است که این نشان از  EMبا استفاده از الگوریتم  ML برآورداز شود که خطای استاندارد حاصل مشاهده می 10جدول در 

شود که با افزایش سانسور میانی، مقدار خطای استاندارد به مشاهده می علاوهبهدر این مقاله دارد.  شدهیبررس برآوردمناسب بودن روش 
 زی که در بخش قبل ارائه شد منطبق است.سایابد و این با نتیجه حاصل از مطالعات شبیهمیزان کمی افزایش می

 .ترانسفورماتورزمان خرابی عایق  -9جدول 
 Table 9- Failure times of transformers insulation. 

 

 .های واقعیی دادهبرا SEپارامترها به همراه  ML برآوردگر -10جدول 
Table 10- MLE of the parameters along with their SE for real data. 

 

 

 

 

 

 

 

مشابه نتایجی  ،نماییدکه مشاهده می طورهماناست.  شدهارائه 20%مقدار بهینه زمان خاتمه آزمون تحت سانسور میانی  11جدول در 
باشد. برابر و بلافاصله بعد از زمان بازرسی اول می باهم، زمان بهینه خاتمه آزمون در هر دو معیار سازی گرفته شدکه از مطالعات شبیه

 سازی اول است.سازی دوم کمتر از مقدار تابع هدف متناظر با معیار بهینهبا معیار بهینه متناظر همچنین مقدار تابع هدف

 .واقعی یهادادهبرای  یسازنهیبهزمان بهینه خاتمه آزمون و تابع هدف متناظر با آن تحت دو معیار  -11جدول 
Table 11- Optimal termination times and corresponding objective functions under two optimality criteria for 

real data. 

 

 

 

 گیرینتیجه -7

کنند به ها از توزیع لومکس تبعیت میای را برای محصولاتی که طول عمر آنرحلهم 𝑘در این مقاله آزمون عمر شتابیده تنش ثابت 
ها استفاده آوری دادهای برای جمعهای آزمون، از سانسور فزاینده نوع اول و روش بازبینی دوره. همچنین برای کاهش هزینهمیکاربرد

                                                             

1 Kolmogorov Smirnov 

2  Standard Error 

 های خرابیزمان ولتاژ

 1002.3 1002.3 537.9 308.3 229.7 204.7 166.5 71.2 59.4 0.1 کیلووات 4/35 

 56.2 50.2 44.4 32.8 30.2 25.0 19.9 15.2 13.4 0.6 کیلووات 4/42 

 48.1 21.3 16.9 16.1 14.9 13.6 9.0 8.9 8.3 3.1 کیلووات 7/46 

𝛑  �̂�𝟎 �̂�𝟏 �̂�𝟎 �̂�𝟏 

0% MLE 0.0043 0.2107 1.3074 2.3024 

SE 0.0293 0.1959 0.0068 0.0193 

10% MLE 0.0037 0.2073 1.1206 2.2045 

SE 0.0373 0.1977 0.0069 0.0225 

20% α̂0 0.0038 0.1973 1.3892 1.9875 

SE 0.0629 0.2185 0.0083 0.0235 

 سازی اولمعیار بهینه سازی دوممعیار بهینه 
TQ زمان بهینه خاتمه آزمون

∗ = 20.0001 TM
∗ = 20.0001 

ϕQ مقدار تابع هدف = 4.0243 ϕM = 143.8067 
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 رگذاریأثتبر هر دو پارامتر توزیع لومکس  شدهاعمالنظر گرفتیم که تنش  در عمل اتفاق میفتد، در آنچهکردیم. برای تطابق بیشتر آزمون با 
افزایش سطح تنش بر طول عمر محصولات، فرض شد که هر دو پارامتر مقیاس و شکل دارای رابطه لگ خطی  تأثیراست و برای بررسی 

به  رفتهازدست. اصل اطلاعات میبهره گرفت EMیتم ماکسیمم درستنمایی پارامترهای مجهول از الگور برآوردهستند. در این مقاله برای 
، از طریق معیارهای اریبی، برآوردرا به کار گیرد. عملکرد این روش  مفقودشدههای کند تا اطلاعات موجود در دادهکمک می EMالگوریتم 

RE  وMSE  ،سازی مبتنی بر ماتریس اطلاع طرح این آزمون از دو معیار بهینه سازیبهینه منظوربهمورد ارزیابی قرار گرفت. در ادامه مقاله
بیل حجم فاکتورهایی از ق تأثیربهینه اعمال هر سطح تنش را با توجه به هر دو معیار محاسبه کردیم. سپس  زمانمدتفیشر استفاده کردیم و 

یسازهیبششده و کارایی نسبی آزمون توسط مطالعات هینهب زمانمدتنمونه، نسبت سانسور میانی، تعداد سطوح تنش و تعداد بازبینی بر 
شده در تمامی زمان بهینهشود، مشاهده میهای صورت گرفته قرار گرفت. با توجه به بررسی یموردبررسو یک مجموعه داده واقعی  شده
توان باشد. بدین ترتیب میاز خاتمه آزمون میها تحت هر دو معیار یکسان است و این زمان بهینه بلافاصله بعد از آخرین بازرسیِ قبل مثال

یار تحت مع علاوهبهفاکتور در تعیین زمان بهینه خاتمه آزمون است.  نیمؤثرترنتیجه گرفت زمان آخرین بازرسیِ قبل از خاتمه آزمون، 
ن کاراتر، بهتر است از حجم نمونه یابی به آزموسازی دوم، آزمون کاراتری نسبت به معیار اول حاصل خواهد شد. همچنین برای دستبهینه

دعا کرد که به آزمون توان امی بیترتنیابهکمتر، تعداد سطوح تنش کمتر، تعداد بازبینی کمتر و احتمال سانسور میانی بیشتر استفاده کرد. 
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