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Purpose: In this paper, the combined model for determining capacity utilization by considering inputs and outputs based on efficiency 
is discussed and the loss due to the lack of suitable use of capacity utilization is also calculated. 

 Methodology: The current research is practical in terms of the type of purpose and fundamental in terms of the type of study. The 
capacity utilization evaluation method is based on data envelopment analysis model which is suitable for evaluating efficiency and 
function and it also has the ability to designate the capacity utilization. In the present models, the capacity utilization evaluation method 
is stated by assuming the possibility of changing all inputs/outputs with a multiplicative constant (Radial model) or assuming a distinct 
change in all factors affecting production. But in reality, some inputs/outputs might change radially and some of them non-radially in 
organizations and companies. In this article, a new model is submitted to designate the capacity utilization. It measures the capacity 
utilization simultaneously in the presence of radial and non-radial factors; furthermore, it has the ability to detect losses caused by any 
of the items such as the price of outputs/inputs or amount of output deficit and input surplus and it is a suitable model for evaluating 
the capacity utilization in practical and real issues. 

Findings: The proposed approach in this article combines the points of the CCR radial model and the SBM non-radial model with 
the aim of determining capacity utilization and not just measuring efficiency, and with its help, we can evaluate the capacity utilization 
with the presence of non-radial data in addition to the radial data. In a case study of twelve hospitals with a fixed input of a doctor, 
and a variable input of a nurse and two outputs of outpatients and inpatients, it was observed that by eliminating the variable inputs 
in the presence of radial and non-radial outputs, there is no improvement in efficiency. On the other hand, the results show that some 
hospitals should improve the use of their capacity, and in some hospitals, by increasing the number of nurses, the number of 
outpatients or inpatients can be increased and the performance of hospitals can be improved. Then, using efficiency analysis, the 
inefficiency factor and its amount were determined. The combined model shows a lower number of inefficient units than the output-
oriented BCC model. 

Originality/Value: In this article, the combined model of capacity utilization in the presence of radial and non-radial indicators is 
presented, which can be an introduction to the presentation of DEA models of capacity utilization under different input and output 
conditions. 

Keywords: Data envelopment analysis, Capacity utilization, Hybrid model, Fixed and variable resources. 
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 مقدمه   - 1

ظرفیت شود.  های موجود در یک صنعت و یا کارخانه، موجب افزایش بازده و ظرفیت تولید با هزینه کمتر میشناخت و استفاده از ظرفیت
توان در هر واحد زمانی تولید کرد" معرفی گردید و توسط "ماکزیمم مقداری که می  عنوانبه  (1968  ،2جوهانسن   ؛1955  ،1گولد )تولید توسط  

 

1 Gold 2 Johansen 

                       

 و تحقیق در عملیات گیریتصمیم 
   516-532(،  1401)(، 3، شماره )7دوره                                                   

     www.journal-dmor.ir 

 پژوهشی   نوع مقاله: 

از    ی ناش   یان ز   یک و تفک   ینه و هز   یمت ق   یی، کارا   پایه   بر   ید تول   یت ظرف   یین تع   ی برا   ید جد   ی مدل 

 یی و ناکارا   ید تول   یت ظرف 

      * ، 1اده سلجوقی ز ، فرانک حسین 1الهام ذاکر هرفته    
 .ایران زاهدان، دانشگاه سیستان و بلوچستان،دانشکده ریاضی، گروه ریاضی، 1 

براساس کارایی پرداخته و زیان ناشی از عدم استفاده مناسب    هایو خروج  یورود  با درنظرگرفتن یدتول  یتظرف برای تعیین   یبیمدل ترک در این مقاله    هدف:
 . از ظرفیت تولید نیز محاسبه می شود 

روش ارزیابی ظرفیت تولید، براساس مدل تحلیل  تحقیق حاضر از نظر نوع هدف، کاربردی و از لحاظ نوع مطالعه بنیادی است.   شناسی پژوهش:روش   
ید،  تول   یتظرف   رزیابیا   موجود  یهامدلها است که  برای ارزیابی کارایی و عملکرد مناسب بوده و قابلیت تعیین ظرفیت تولید را نیز دارد. در  پوششی داده

تغ  فرض   با تغییر مجزا  با  یا    و   )مدل شعاعی(  ثابت  یبضر   یکبا    هایخروج  /هایورود  یتمام  ییر امکان  تولیددر  فرض  بر  موثر  )مدل   تمامی عوامل 
ها به صورت  از آن  یو برخ   یبه صورت شعاع  هایو خروج  یورود   یها برخ ها/ شرکتممکن است در سازمان  یتاند. اما در واقعشده  یانبغیرشعاعی(  

بصورت  یرشعاعیو غ یشعاع   عواملرا در حضور   یدتول  یتکه ظرف  شده، مدل جدیدی برای تعیین ظرفیت تولید ارائه  در این مقالهد. کنن  تغییر  یرشعاعیغ
و مازاد   یقدار کمبود خروجم  یاو    هایدورو  یمتق  ها،یخروج  یمتق  ی ماننداز موارد  یکاز هر    یناش  یانز  یصتشخ   یتقابل   ینسنجد همچن یتوام م
 .است اقعیو و یدر مسائل کاربرد یدتول یتظرف  یابیارز یمناسب برا  یرا دارد و مدل  یورود

با هدف تعیین ظرفیت تولید و نه فقط سنجش کارایی   SBMو مدل غیرشعاعی CCRمدل شعاعی کاتبه ترکیب ن در این مقاله پیشنهادی رویکرد ها: یافته 
بر دادهمیو به کمک آن    پردازدمی تولید را علاوه  با حضور دادهتوانیم ظرفیت  ارزیابی نماییم های شعاعی،  مورددر    .های غیرشعاعی  دوازده   یمطالعه 

متغیر در حضور های  با حذف ورودیملاحظه گردید که    ،ورودی متغیر پرستار و دو خروجی بیماران سرپایی و بستری   ومارستان با ورودی ثابت پزشک،  یب
خود را    یتاستفاده از ظرف   ید با  هابیمارستان   برخی  دهدج نشان میینتااز طرفی  .  گرددهای شعاعی و غیرشعاعی بهبودی در کارایی حاصل نمیخروجی

ها را بهبود کنند و عملکرد بیمارستانتوان تعداد بیماران سرپایی و یا بستری را بیشتر  می،  تعداد پرستاران  با افزایشها  در برخی بیمارستانو    بهبود بخشند
  BCCتعداد واحدهای ناکارای کمتری را نسبت به مدل    ترکیبیمدل  ها عامل ناکارایی و مقدار آن مشخص گردید.  سپس با استفاده از تجزیه کارایی  بخشید. 

 . دهد خروجی محور نشان می

ای  تواند مقدمهکه می  ارائه شده است    یرشعاعیو غ  یشعاع  یهادر حضور شاخص  یدتول   یتظرف   یبیمدل ترک در این مقاله     اصالت/ارزش افزوده علمی: 
 باشد.  های متفاوتورودی و خروجیتحت شرایط ظرفیت تولید  DEAهای برای ارائه مدل

 . هزینه ثابت و متغیر تولیدترکیبی، ها، ظرفیت تولید، مدل تحلیل پوششی داده ها:کلیدواژه 

 چکیده 
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چون   و همکاران   ؛1989  ،1و همکاران   فار)محققینی  ساهو  DEAدر    (2005  ،3تن  ؛2002  ،2کوئلی  یافت.  تن   توسعه  ( 9200)  4و 

های دیگری را برای روشن کردن  قرار دادند و روش  موردمطالعههای موجود ظرفیت تولید را در قالب ناپارامتریک از منظر اقتصادی روش 
ها بیان نمودند که ظرفیت تولید  کوئلی و همکاران دو روش شعاعی و غیرشعاعی را پیشنهاد دادند آن   .نمودندها پیشنهاد  این محدودیت

  هستند.   یمتقسقابل   شدهتلفهای  ظرفیت  سازیینه به ها به چند جز مهم: ناکارایی فنی، ظرفیت تولید اقتصادی شعاعی و  یبر پایه ورود
و تعیین ظرفیت   یریکارگبه .  (2015  ،5)کریمی و خرم   دادند  ارایههای صحیح را  ظرفیت تولید با داده   DEAهمچنین کریمی و خرم مدل  

ظرفیت    (2019)  6آهرنجانی و همکاران  زینال زاده محققین متعددی قرار گرفته است،  توجه  مورد   یا مرحله  چندهای دو و  ید در سیستمل تو
نیز صنعت تولیدی چین را از جنبه ظرفیت تولید    (2018)  7و همکاران   یانگ قرار دادند.    موردمطالعه  یادومرحله های  تولید را در سیستم

از دیگر    .ظرفیت تولید را روی زنجیره تامین دینامیکی بکار بردند  DEAمدل    (2017)  8و همکاران   ایهچتق - مامی زادهبررسی کردند.  
 ، 12کالایی   ؛2018  ،11آهرنجانی و متین   ؛2019  ،10لیو و همکاران   ؛2017  ،9ساهو )توان به مقالات  تحقیقات در زمینه ظرفیت تولید می 

 اشاره نمود. (2019

این امکان وجود    کهیدرحالکنند  غیرشعاعی تغییر می  صورتبه ها  های مرسوم ظرفیت تولید بیان شده ورودی و خروجی در تمامی مدل 
یکسان و شعاعی    صورتبه ها  هایی مانند هزینه ثابت تولید، متناسب با تولیدات کاهش یا افزایش نیابند یا اینکه خروجیدارد که هزینه

 ،13آغشلویی و    فضلی) های شعاعی و غیرشعاعی استفاده نمود  روش   یقبا تلف ی ارزیابی بهتر عملکرد لازم است از روشی  تغییر نکنند. برا
دارد( مطرح شد. این مدل اولین بار    سروکارغیرشعاعی    که با دو نوع داده شعاعی و  ییهامدلهای ترکیبی )بحث مدل  روینازا.  (2009

  .ها تمرکز دارندها و روش ه گردید که عموما بر ترکیب مدل یی ترکیبی متعددی توسط محققین اراهاشد. مدل  ارایه(  2004)توسط تن  
ها را مطرح کردند. ها با تئوری بازی ترکیبی تحلیل پوششی داده   یهامدل  (2019  ،15محمودی و همکاران   ؛2019  14زارع و همکاران )

را پیشنهاد داد. لازم به ذکر است در تحقیقات آن  مدل ترکیب چند هدفه در محیط خاکستری مطرح نمود و    (2018)  16لی نژاد همچنین ع
 نگردیده است.   ارایهمذکور مدلی برای ارزیابی عملکرد در حضور داده شعاعی و غیرشعاعی 

تو  تاکنون  یطورکلبه  ظرفیت  تعیین  جهت  دادهمدلی  حضور  در  و غیرشعاعی  لید  شعاعی  مقاله    ارایههای  این  در  از نشده،  استفاده  با 
مدل پیشنهادی به ترکیب    ایم.داده   ارایههای شعاعی و غیرشعاعی، مدل جدیدی برای تعیین ظرفیت تولید  های بکار رفته در مدلدیدگاه

پردازد. به کمک سنجش کارایی می  فقطنه با هدف تعیین ظرفیت تولید و    SBM  یرشعاعیغو مدل    CCR  یشعاعنکات موجود در مدل  
 های غیرشعاعی ارزیابی نماییم.های شعاعی، با حضور داده توانیم ظرفیت تولید را علاوه بر داده مدل پیشنهادی می

در بخش سوم مدل ترکیبی مطرح را مطرح سپس    DEAادامه مقاله به شرح زیر است: در بخش دوم تعیین ظرفیت تولید با استفاده از  
به    ارایههای شعاعی و غیرشعاعی  داده   در حضورشود. در بخش چهارم مدل جدیدی برای تعیین ظرفیت تولید  می و در بخش پنجم 

 در بخش آخر آمده است.  گیرییجه نتبررسی نتایج حاصل از اعمال مدل بر یک مثال کاربردی پرداخته، سپس 

 ها ا استفاده از تحلیل پوششی داده ارزیابی ظرفیت تولید ب   - 2

  در نظر و بلندمدت    مدتکوتاه شوند. تابع تولید در دو دوره زمانی  های تولید بیان می تابعی از منابع و هزینه   صورتبه میزان تولید عموما  
های ثابت  د به دو دسته هزینههای تولیهزینه  مدتکوتاه گردد. در دوره  های تولید میشود که موجب برخورد متفاوت با هزینه گرفته می

 ییرتغ قابل شوند. در بلندمدت همه عوامل تولید  های متغیر )هزینه مواد اولیه( تقسیم می)مربوط به عوامل تولید مانند نیروی کار( و هزینه
 و  کرد   نخواهند تولید، تغییرباشند که با تغییر حجم  هایی میهای ثابت هزینهشوند. هزینهها متغیر فرض میفرض شده لذا همه هزینه

 یابند. می افزایش هاهزینه این تولید حجم و مقدار افزایش با که هستند هاییهزینه متغیر، هایهزینه
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 ظرفیت تولید تکنیکی   - 2-1

y  خروجی   sفرض کنید 
j

DMUدر    j( ) j 1, ,n =    با مصرفm  های  ورودی𝑥𝑗  که   تولید گردندy j∈R+
s    وx j∈R+

m  از طرفی در میان منابع .
ها ی های ثابت نامیده )به معنای ثابت بودن مقدار این ورودرا ورودی  هاآن ها مستقل از میزان تولید هستند که  ورودی برای تولید، برخی از آن 
های متغیر  ها را ورودی باشد( و برخی از منابع تولید که کاملا به میزان تولید وابسته هستند که آنگیری نمیبرای تمامی واحدهای تصمیم 

ثابت   mبنابراین  ؛  نامیممی ورودی  بردار  دسته  دو  به  ورودی،  بردار  در  موجود  fFمولفه  F Fx ( x , ,x ) Rj 1 j fj=     ورودی بردار  متغیر و 
V V V vx ( x , ,x ) Rj 1j vj=  کهطوریه شوند بتقسیم میF V m+ fmو  = vR R R= . 

)شامل تمام ترکیبات  P  ید تول مجموعه امکان    - 1  یف تعر  ) F Vx ,x ,y ( j 1, ,n)j j j =   ب )های  که بتوان با ورودینحویه است  )F Vx ,xj j 
 (. 2005 ،را تولید نمود )تن jyهای خروجی 

)کارایی  )F VDMU x ,x ,yo o o o= o∈{1,…,n}   با استفاده از مدل خروجی محور( SBM O)− (2005 ،شود )تنارزیابی می . 

ها و به  افزایش خروجی   منظوربه +rsهای متغیر و ثابت بکار برده شده است. همچنین متغیر کمکی به ترتیب برای ورودی   Fو  Vهایاندیس
 باشد.می DMUoاندازه کارایی *. ستحداکثر رساندن تابع هدف استفاده شده ا

*   باشد. بدیهی است که اگر  می ها  ی میانگین افزایش تمام خروجیدهندهنشان* 1   آنگاه  DMUo  را    های از خروجتواند برخی  می
 های دیگر با استفاده از سطح فعلی از منابع ورودی افزایش دهد. بدون بدتر شدن خروجی

 د وش می حاصل   (2مدل )   ،(1)   مدل در   (a1.)محدودیت  حذف    با

*
rj

** *( λ s ),  شود: می ورودی متغیر به شکل زیر محاسبه ییافتهبهبودصورت، مقدار . درایننظر بگیریددر  (2مدل ) جواب بهینه  عنوانبه را  +

(1 ) 

n

F
ij j

j 1

n

V
ij j

j 1

n

rj j r
j 1

n

j
j 1

x λ

x λ

y λ s

λ

s
sr
yror 1

1* ( SBM O) max     1
sλ,s
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V آمدهدستبه مقدار 

iox̂  شدهمشاهدهممکن است بیشتر یا کمتر از مقدار  xio
V .باشد 

*و   *اگر    - 2  تعریف 
F   صورتبه باشند، آنگاه ظرفیت تولید    (2)  و (  1های ) مدل   به ترتیب مقادیر بهینه تابع هدف  

*
*
o *

F

 k =



تعریف 

 . (2007 ،1کوپر و همکاران شد )خواهد 

*  یگردعبارتبه نخواهد بود    (1مدل ) است جواب بهینه آن بدتر از    (1مدل )کمتر از    ( 2مدل ) با توجه به اینکه تعداد قیود   *
F      یجه درنتو  

*
o k 1.   های متغیر در مدل حضور  مساوی از مقدار کارایی برای زمانی است که ورودی  تربزرگهای متغیر،  مقدار کارایی با حذف ورودی

k *دارند. از طرفی اگر   1o دهدنشان می* *
F   توان با حذف  فعال هستند و می   ( 1مدل ) های متغیر در  ، درنتیجه قیود مربوط به ورودی

 فزایش داد.این قیود مقدار کارایی را ا

عبارت  صورتبه  htiظرفیت تولید برای ورودی متغیر   - 3  تعریف 
Vx* ioδio

ˆ
Vxio

 .(2007 ،)کوپر و همکاران شودتعریف می =

 ها تعیین ظرفیت تولید بر پایه هزینه و قیمت با استفاده از تحلیل پوششی داده   - 2-2

های  ها در دسترس باشند تعمیم داده شده است. قیمتها و خروجیهای ورودیعامل قیمت   که  یحالتروش تعیین ظرفیت تولید برای  
Vو هزینه ورودی متغیر    royخروجی  

iox    را به ترتیبrop    وv
ioc   این قیمت( در بین    هادر نظر بگیریدsDMU    سود فعلی )یکسان نیستند

oDMU    بیان گردیده    صورتبههای متغیر،  ها و هزینه ورودیاز خروجی   شدهمشاهدهبا توجه به درآمد و همکاراناست )زیر    ،کوپر 
2007) : 

 با توجه به مجموعه امکان تولید زیر 

Vکه 
ijx   وrjy  اندعبارت به ترتیب V V Vx c x  i  1, , v ,   j 1,  .n ij i ,j ij= =  =    وy p y r 1, ,s  , j 1, ,nrj rj r ,j= =  =  

 .باشدمی محاسبهقابل   (3مدل ) از  آمدهدستبهحداکثر سود 

meکهجایی R    باشد.  می  1یک بردار سطری است که تمام عناصر آن برابر*
Go  قرار دهید.    (3مدل ) را مقدار بهینه تابع هدف*

oG سود
 باشد. تکنیکی می ازلحاظکارایی واحد تحت ارزیابی 

*اگر    -1گزاره  
o oG G از رابطه   oLناشی از ناکارایی تکنیکی    رفتهازدستبه ترتیب سود واقعی و سود ناشی از ناکارایی تکنیکی باشد، سود  و 

( )*L G G 0o o o= −  (. 2007کوپر و همکاران ) یدآمی به دست 

 .را در نظر بگیرید (4مدل )   برهان:

 

1 Cooper  et al. 

 
s v

V VG p y c x , (o 1,  ,n  ).ro ro io ioiO r 1 1
= − =  

= =
 

 ( )
n n n n

F V F VF VP x ,x y | x x λ x x λ y y λ λ λ 0  , j  .j j rj j jroi i jij ij
j 1 j 1 j 1 j

, , , , i ,r , 1,
1

=        
= = = =

 =
 
 
 

 

(3 ) 
( )

Vmax ey ex
F Vs.t.  x ,x ,y P.
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)فرض کنید   )λ ,λ , ,λn1 2     صورت واحد کارای تحت ارزیابی بهینه  یندر اباشد    (4)   مدل جواب بهینه  (�̿�𝑜
𝐹, �̿�𝑜

𝑉 , �̿�𝑜)   به دست از روابط زیر  
 آید: می

y   جاکهازآن y p yro ro ro ro Vو   = V V Vx x c x   io io io io   *لذا سود ناشی از ناکارایی تکنیکی ) =
o G) تر از سود واقعی خواهد شد: بیش 

 زیر تعریف نمود:  صورتبه  Pرا به علت ناکارایی تکنیکی در مجموعه تولید امکان oL رفتهازدستتوان سود می یجهدرنت

*اگر  -2گزاره  
oG    و**

oG    به ترتیب سود ناشی از ناکارایی تکنیکی و تخصیصی باشند آنگاه*
oL    به علت ناکارایی تخصیصی   رفتهازدستسود

*  صورتبه ( هزینه و قیمت یهبر پا  خروجی –)ترکیب ورودی  ** *
o o oL )G 0G (= −  (2007 ،)کوپر و همکاران باشدمی. 

مشابه گزاره قبل    کنیم.حل می  P، مدل سود زیر را روی مجموعه امکان تولید oگیری  ابتدا برای تعیین ماکزیمم سود واحد تصمیم   برهان:
*توان نتیجه گرفت می ( 5مدل ) و با توجه به  ** *L G G 0 )o o o(= − . 

**اگر  -3گزاره  
oG    و***

oG    باشند آنگاه    قیمت  یهبر پاناکارایی ظرفیت تولید  به ترتیب سود ناشی از ناکارایی تخصیصی و**
oL    رفتهازدستسود 

)صورتبه به علت ناکارایی ظرفیت تولید بر پایه قیمت  )** *** **
o o oL G G 0= −  (2007)کوپر و همکاران  باشدمی. 

(4 ) 

s1 s* r  max 1
ys roλ,s r 1

n
F Fs.t .  x x λ   i  1, ., f ,jio ijj 1

n
V V x x λ   

.

,

i 1, .,v ,jio ijj 1

n
y y λ s  , r 1, .,s ,rj j rro

j 1

n
1 λ j

j 1

λ 0  , j 1, ...,n,    s 0 ,r 1, ....,r
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-
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+
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=
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=
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=

+
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 n n n
F Vx λ x λ y λij j j rj jij
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X , X ,F Vi 1, ., f , i 1, .,v , r 1, .,s.io io Y ,ro  

= = =
= =  = =  = =  

 s v s v
V V Vy x p y c xro ro roio io io   

r 1 i 1 r i 1
.

1

* G Go o   
= = = =

= −  − = 

 *L G G (o o )o 0 .= −  

(5 ) 

s v
** VG max y xo r iVλ,x ,y r 1 i 1

n
F Fs.t .    x x λ i 1, ., f ,io ij j

j 1
n

V V Vx x λ x i 1, .,v ,    ( 5.a)i ij j io
j 1
n

y y λ y r 1, .,s ,r rorj j
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***را   (a -5)  با حذف محدودیت  ( 5) مدل    : جواب بهینهبرهان

oG مشابه دو گزاره قبل خواهیم داشت:بنامید . 

***توان حداکثر سود کلی  در بالا می  شدهیان ببا توجه به سه گزاره  - 1  یجه نت 
oG  را برایoDMU   روابط زیر تجزیه   صورتبه محاسبه کرد و

 نمود: 

 صورتبه  مدتکوتاه توجه داشته باشید که ماکزیمم سود 
f

*** FG xio
i 1

+ 
=

 .(2007 ،)کوپر و همکاران باشدمی 

 ارزیابی کارایی با داده شعاعی و غیرشعاعی   - 3

شود. در مدل ماهیت  گرفته می در نظرثابت  صورتبه ها  ها و یا تمامی خروجیتمامی ورودی ، تغییرات برای DEAهای شعاعی در مدل
شکل    گردد. این حالت درتغییرات خروجی غفلت می عموما از شدهمحاسبهها ورودی، چون تغییرات فقط با ضریب ثابت برای ورودی 

ر محاسبات تعیین میزان تولید بسیار مهم بوده لذا باعث عدم کارایی  های مازاد دها و خروجیکه ورودینشان داده شده است. درصورتی  1
تفاوت این دو  های شعاعی مطرح گردید.باهدف برطرف کردن نقص مدل SBMمانند های غیرشعاعی شود؛ مدلهای شعاعی می روش 

 باشد.های واحدها می ها و خروجی سازی ورودیش در نسبت بهینه رو

 . کردن دو مدل شعاعی و غیرشعاعی مقایسه تصویر    - 1شکل 
Figure 1  - Comparison of imaging two radial and non-radial models. 

های  ها با نسبتها و خروجی ها از دیدگاه متفاوتی در بهبود متغیرهای ورودی و خروجی مازاد استفاده نموده و بهبود ورودیاین مدل
نیز از نقص در ارزیابی متغیرهای شعاعی برخوردار است.میمتفاوت و غیریکسان انجام   مدل غیر   دهند. بدیهی است که این روش 

 کند. پردازد و خصوصیات شعاعی ورودی و خروجی را حذف میبه ارزیابی می مستقیم با کمکی  طوربه  SBM شعاعی

های شعاعی و غیرشعاعی استفاده نمود است از تلفیق روش  لازم، برای ارزیابی بهتراگر داده شعاعی و غیرشعاعی در سیستم وجود دارد  
 مطرح گردید.  غیرشعاعی با دو نوع داده شعاعی و ییهامدل بحث  رو ینازا(. 2009 ،آغشلویی )فضلی و

mصورتبه های ورودی و خروجی را به ترتیب  ماتریس داده nX R 

+   وs ny R 

+  که  طوریه در نظر بگیرید، بn  ،m    وs    دهندهنشان به ترتیب 
1Rبا بردار  های شعاعیباشند. ورودیگیری میهای هر واحد تصمیم ها و خروجی، تعداد ورودیsDMUتعداد   m nX R 

+    های ورودیو

mغیرشعاعی  nNR 2X R


 می  + تشکیل  را  ورودی  که  ماتریس  1دهند  2m m m=   بنابراین:+
R

NR

X
X

X

 
=  
 

ماتریس   طوربه .   مشابه 

1Rبه بخش شعاعی  Yخروجی   s nY R 

+  2و غیرشعاعیNR s nY R 

+    1با 2 s s s= صورتبه +
R

NR

Y
Y

Y

 
=  
 

تمامی ورودی   شود.تجزیه می   

Xاند ) شدهها مثبت فرض و خروجی  0  وY 0 .) 

 ( ) .
** *** **L G G 0o o o= −  

 
(**

oL                   )زیان ناشی از ظرفیت تولید :*** ** **G G Lo o o= +  
                                                              (*

oL)زیان ناشی از ناکارایی تخصیصی:           * ** *G L Lo o o= + +       
                                                        (.oL زیان:)ناشی از ناکارایی تکنیکی           ** *G L L Lo o o o= + + + 
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DMUo=(xo  تلفیقی تعیین کارایی منظوربه 
R,xo

NR,yo
R,yo

NR)∈P   ( 6مدل )شودحل می . 

NRsمتغیرهای کمکی   NRsو   −  باشند. های غیرشعاعی میها و کمبود خروجی مقدار مازاد ورودی کنندهمشخصبه ترتیب  +

 شاخص

)و به صفر رساندن    و افزایش در    θبرای کاهش در   )NR
is i−   و( )NR

rs r+     غیرمستقیم روی متغیرهای   طوربه طراحی شده است و
 (. 2009 ،آغشلویی فضلی وگذارد )شعاعی تاثیر می

)  اگر  - 4  یف تعر  )* * *, , , ,NR NRs s   − )  ،باشد  (6مدل ) جواب بهینه    + )o oDMU x ,y    اگر    تنهاکارا است اگر و  در این مدل*ρ یعنی   =1
*θ 1= ،* 1= ،NR *s 0− NRو   = *s 0+ ρ*صورت اگر  این غیر . در= 1 (2004 ،)تن ناکارایی را ایجاد خواهد نمود. 

 (. 2004 ،تنشود )میبه چهار حالت زیر تجزیه  ρ* تلفیقیشاخص کارایی  (6مدل )بهینه های با توجه به جواب   -5  تعریف 

 از اندعبارتها به ترتیب ها و خروجیهمچنین ناکارایی ورودی

 بنابراین 

ناکمتر  ( 6مدل ) و مقدار بهینه  است  (6مدل ) مقدار بهینه  ناکمتر ازمقدار بهینه تابع هدف مدل شعاعی همواره  شود که اثبات می  یسادگ به 
 .(2007 ،باشد )کوپر و همکارانمیاز مقدار بهینه مدل غیرشعاعی 

(6 ) 

( )

( )

,

,

,

,

NRsm m1 i1 21 1 θ NRi 1m m xioMin    NRs s s1 r1 21 1 NRi 1s s yro
R Rs.t .    X λ θXo
NR NR NRX λ s Xo
R R  Y  λ Yo
NR NR NRY λ s Yo

n
λ 1  ,j

j 1

θ 1,  1, 

NR NRλ 0  , s 0 , s 0.j

−

− − −  −=

+

+ − +  +=



−
+ =



+
− =

=
=

 

− +
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2

2
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m i1

NRi 1
io

NR
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NRi 1
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sm 1
1 1 θ

m m x
ρ .

ss 1
1 1

s s y

−

−=

+

+=

− − −

=
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.( )*1
1

m
α 1 θ

m
= ؛ ناکارایی ورودی شعاعی −

2m NR *
i

2 NR
i 1 io

s1
α

m x

−

=

 
=  

 
  ناکارایی ورودی غیرشعاعی 

.( )*1
1

s
 β 1

s
= − ؛ ناکارایی خروجی شعاعی

2s NR *
r

2 NR
r 1 ro

s1
 β

s y

+

=

 
=  

 
 ناکارایی خروجی غیرشعاعی 

 .1 2 α α α= 1؛  ناکارایی ورودی + 2 β β β=  ناکارایی خروجی  +

 * 1 2

1 2

1 α α1 α
ρ .

1 β 1 β β
− −−

= =
+ + +
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*  همچنین داریم  * *

CCR I I SBM Iρ ρ ρ− −  و  * * *
CCR O O SBM Oρ ρ ρ− −  . 

مقدار    بر اساسبندی واحدها  رتبه های شعاعی و غیرشعاعی، علاوه بر تفکیک واحدهای کارا و ناکارا، امکان  روش تلفیقی، با حضور داده 
 توان تعیین کرد. را میهای شعاعی و غیرشعاعی ود عملکرد با توجه به ورودیببه بنابراین نحوه  ؛ را دارد کارایی 

 مدل پیشنهادی( )   ظرفیت تولید   ترکیبی تعیین مدل    - 4

توان فقط با استفاده نمیها  با توجه به انواع هزینههایی شعاعی مطرح گردیده ولی  تاکنون فقط نحوه استفاده از مدلدر تعیین ظرفیت تولید  
در این بخش   منظورگیرند ظرفیت تولید را تعیین نمود. بدین های شعاعی که تغییرات یکسانی برای همه عوامل تولید در نظر می از مدل

در    جاکهازآن.  کنیممیبررسی    آن راهای  داده و ویژگیهای شعاعی و غیرشعاعی پیشنهاد  ظرفیت تولید را با ترکیب توام مدل   ترکیبیمدل  
های  رودیبنابراین عوامل تولید به و؛  در استفاده از عوامل ثابت خود بستگی دارد  DMU ، میزان استفاده از ظرفیت به تواناییمدتکوتاه 

 .شوندبندی میثابت و متغیر طبقه

 گیری ظرفیت تولید تکنیکی اندازه   - 4-1

n  گیری واحد تصمیمjDMU( ) j 1, ,n =    با   s خروجیjy    وm  ورودیjx  تمام ورودی و    مجموعه   یدکنو فرض  ؛  در نظر بگیرید
Fورودی ثابت  fشامل  تحت ارزیابی    واحد  ,ورود  mبنابراین  ؛  های هر واحد به دو بخش شعاعی و غیر شعاعی تجزیه شوندخروجی 

jx

متغیر  vو   Vورودی 
jx    کهطوریبه هستند  f v m+ شامل   خروجی  sهمچنین    .= واحد  )خروجی    1sهر   2sو    RYشعاعی( ثابت 

1که طوری هباشد ب میNRyخروجی متغیر )غیرشعاعی(   2 s s s= +. 

 کنیم: میتعریف  زیر صورتبه  را  امکان تولیدها، مجموعه با توجه به انواع ورودی و خروجی   -6تعریف  

o)کارایی 1, ,n)= ( )F V NR NR
o o o oDMU x ,x ,Y ,Y=مورد ارزیابی قرار دهیم ( 7)   ترکیبی مدل خروجی محور  با استفاده از یم توانرا می : 

شعاعی و غیرشعاعی هیچ تغییری   صورتبه ها  گرفتن ورودی  نظر  در  بالذا  باشد  خروجی محور می  (7مدل ) جا که  است از آن  ذکرقابل 
*های متناظر با آن اعمال نخواهد شد.در محدودیت

1φدهد. ها را نشان می مقدار کارایی خروجی 

 * * *
CCR SBMρ ρ ρ .  

 ( ) F V R NR F F V V R R NR NRP x ,x ,y ,y | x λX x λX y λY y λ, , , Y λ 1,λ .,1 0   = = 

(7 ) 

( )
2 NR

* r1
1 NRλ ,s r 1 ro

n
F F
ij j io

j 1

n
V V
ij j io

j 1

n
R R
rj j 1 ro 1

j 1

n
NR NR NR

rj j r ro 2
j 1

1

n

j
j 1

j

s sS 1
max1 φ 1

S s y

s.t.      x λ x   i  1, ., f ,   

x λ  x  , i  1, .,v ,

y λ φ y  ,  r 1, .,s ,

y λ s y , r 1, .,s ,

φ 1,

λ 1,

λ 0    j 1

,

+

+

=

=

=

=

+

=

=

+ − +

 = 

 = 

 = 

− = = 



=

=

=















f

( ) NR
r 2,...,n ,  s 0  (r 1,...,s ).+  =
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)اگر    - 7  یف تعر  )* * NR*
1φ ,λ ,s+    خروجی محور است اگر و   ترکیبیکارای    واحد تحت ارزیابیباشد در این صورت    (7مدل ) جواب بهینه

*اگر   تنها 1=   یعنی𝜑1
∗ = NRو  1 *s 0+ = . 

بازنویسی    (8مدل )   صورتبه و مدل را    کنیممی حذف  (  7مدل ) های متغیر را از  ورودی  3  مشابه بخش پس از تعیین واحدهای کارا و ناکارا،  
 نماییم.می

** NR**
rj(λ ,s تعریف    یمتوانمی  ترکیبیتوجه به تعریف کارایی  و با    این جواب بهینه  بر اساس.  در نظر بگیرید  (8مدل ) جواب بهینه    عنوانبه را  +(

 نماییم.زیر را برای کارایی تکنیکی بیان  

*  اگر  - 8  تعریف  NR*
1 r (φ  ,s *و    +( NR*

2 r(  φ  ,s دو شاخص    توانیم هرمی   صورت  ینا  باشد در  (8) و    (7مدل ) های بهینه  به ترتیب جواب +(
*و  *  ترکیبیکارایی 

f زیر تجزیه نماییم:  صورتبه را 

 پایه قیمت   ظرفیت تولید بر  ی ر یگ اندازه   - 4-2

Rهای شعاعی خروجی  قیمت   کهطوریه در دسترس باشند ب هاو خروجی   های ورودیعامل قیمت اکنون فرض کنید که  
roy   های و خروجی

NRغیرشعاعی 
roy  های متغیر  و ورودیV

iox    به ترتیب
ro

Rp  ،
ro

NRp  وv
ioc  در بین    هااند. این قیمتدر نظر گرفته شدهsDMU    یکسان نیستند. با

از تفاضل کل  توانیم  های متغیر، سود فعلی واحد تحت ارزیابی را میو هزینه ورودی  شده  های مشاهدهتوجه به درآمد حاصل از خروجی 
 آوریم. به دست های متغیر مطابق رابطه زیرها )شعاعی و غیرشعاعی( و ورودیخروجی 

 :در این حالت برابر است با یدتول مجموعه امکان 

)کهطوریه ب )V V V
ij ij ijx c x  , i 1, , v  ,   j= =   ( )

rj

NR NR NR
rj rj 2y p y  ,r 1, ,s  , j= =  ( )

rj

R R R
rj rj 1y p y  , r 1, ,s   j= =   .یدتول به مجموعه امکان   با توجه LP  زیر

 . نماییمرا حل می 

(8 ) 

( )
2 NR

* r1
f 2 NRλ ,s r 1 ro

n
F F

j ij io
j 1

n
V V

j ij io
j 1

n
R R

j rj 2 ro 1
j 1

n
NR NR NR

j rj r ro 2
j 1

n

j
j 1

j

s sS 1
  max 1 φ 1

S s y

s.t.       λ x x   i 1, ., f , 

λ x  x   i 1, .,v ,

λ y φ y ,  r 1, .,s ,  

λ y s y , r 1, .,s ,

φ 1,

λ 1,

λ 0     j 1

,

,

+

+

=

=

=

=

+

=

=

+ − +

 = 

= = 

 = 

− = = 



=

=

 =













f

( ) NR
r 2,...,n ,    s 0  (r 1,...,s ).+  =

 

 * F *1 1
1 1 1 2

s s
β (φ β (  φ1),

s
1)

s
= − =  ناکارایی خروجی  شعاعی  −

 
2 2s sNR* NR**

Fr r
2 2NR   NR  

r 1 r 1ro ro

s s1 1
 β , β

s y s y

+ +

= =

= =    ناکارایی خروجی  غیرشعاعی 

  

 
1 2

O ro ro

s s v
' R R NR NR V V

ro ro io io
r 1 r 1 i 1

G p y p y c x  ,(o 1,  ,n  ).
= = =

= + − =    

 ( ) F V R NR F F V V R R NR NRP x ,x ,y ,y | x λX x λX y λY y λ, , , Y λ 1,λ .,1 0   = = 
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)فرض کنید    - 9  تعریف  )' NR' *'
2λ ,s ,φ+    صورت    باشد در این  (9مدل ) جواب بهینه( )o oDMU x ,y    است اگر و فقط  ترکیبیکارای درآمد

'*اگر   1=   یعنی*'φ 1= ،NR *'s 0+ =. 

 داریم:  (9مدل )های بهینه  گرفتن جواب  با در نظر

اینکه  یلبه دل 
ro ro

V V V V R R R R NR NR NR NR
io io io io    ro ro ro ro ro rox c x ,    y y p y yX , y p y =  =  بنابراین سود   =

O

'G و نابرابری زیر را خواهیم داشت: 

اگر    یجهدرنت
O

'* '
oG G   رفته ازدستسود    صورت  ینا در    ،به ترتیب سود واقعی و سود ناشی از ناکارایی تکنیکی در نظر بگیریمو 

o

'L    که به
)از رابطه   یمتوانمی  است راعلت ناکارایی تکنیکی  )

o O

' '* '
oL G G 0= −  آوریم.  به دست 

 نماییم. حل میPهای شعاعی و غیرشعاعی روی پایه خروجی اکنون، مدل سود جدید را بر

**'گرفتن  نظر  با در oو'* oG G    توانیم  ، میترکیبی سود ناشی از ناکارایی تکنیکی و تخصیصی    عنوانبه به ترتیب*'

oL    به علت   رفتهازدستسود
 : آوریم به دست زیر صورتبه   را( قیمت پایه بر خروجی –)ترکیب ورودی  ترکیبیناکارایی تخصیصی 

 .کنیم می زیر را حل  شدهاصلاح نماییم و مدل سود حذف می ( 10مدل ) را از   ( a  10.محدودیت )در آخرین مرحله، 

(9 ) 

( )

( )

s NR
*' r1

NRλ ,s r 1 ro

n
F F

j ij io
j 1

n
V V

j ij io
j 1
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R R

j rj ro 1
j 1

n
NR NR NR

j rj r ro 2
j 1

n

j
j 1

j r

sS 1
  max1 φ 1

S S y

s.t.      λ x x   i 1, , f ,

λ x  x i 1, ,v ,

λ y φy  , r 1, ,s ,

λ y s y , r 1, .,s ,

φ 1 ,

λ و1

λ 0    j 1,...,n

,

,    s

,

+

+

=

=

=

=

+

=

=

= + − +

 = 

= = 

 = 

− = = 



=

 =













f

NR
20  (r 1,...,s ).+  =

 

 
n n

V ' V F ' F
io j ij io j ij

j 1 j 1

.X Xλ x i 1,...,v x, ,, λ i  1, ., f
= =

= = = =   

 
n n

R ' R NR ' NR
ro j rj 1 ro j rj 2

j 1 j 1

y λ y ,  r 1,...,s , y λ y ,  r 1, ,s .
= =

= = = =   

 1 2 1 2

ro ro O

s s v s s v
*' R NR V R R NR NR V V '
o ro ro io ro ro io io   

r 1 r 1 i 1 r 1 r 1 i 1

 G y y x p y p y c x G
= = = = = =

= + −  + − =      

(10 ) 

1 2
'

V R NR

s s v
** R NR V
o r r i

λ ,x ,y ,y r 1 r 1 i 1
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F F
io j ij

j 1

n
V V V
i j ij io

j 1

n
R R R
r j rj ro 1

j 1

n
NR NR NR
r j rj ro 2

j 1

n

j j
j 1

G max y y x

s.t .    x λ x i 1, , f ,

x λ x x i 1, ,v , (10.a)

y λ y y , r 1

,

, ,s ,

y λ y y , r 1, ,s ,

1 λ λ 0  ,

,

j

,

= = =

=

=

=

=

=

= + −

 = 
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)کنیم تعریف می )
' ***' **'**

o o oL G G 0= − . 

'***توانیم ماکزیمم سود کلی می  با توجه به مباحث بالا یجهدرنت

oG  زیر تجزیه نماییم: صورتبه را برای واحد تحت ارزیابی 

که در آن عامل ورودی مانند سرمایه ثابت نگه داشته  طوریه دهد برا نشان می  مدتکوتاه سود  (  11مدل )لازم به ذکر است که تابع هدف  
های متغیر تبدیل  ها به ورودیتمامی ورودی  لذاحذف نماییم   بلندمدتها را در فرض ثابت بودن این ورودی متوانی، میحالینبااشود. می
 آوریم. به دستتوانیم از مدل زیر می بلندمدتمیزان سود را در   یجهدرنتو شوند می

)کنیم تعریف می )
**** ****** '

o o oL' G G' 0= − . 

'***
oL  باشد. می بلندمدتو  مدتکوتاه ناشی از فاصله  رفتهازدستسود****'

oG فاصله سود واقعی است. کلی  ماکزیمم سود
O

'G   از ماکزیمم
'****سود کلی  

oG  زیر تجزیه نماییم صورتبه توانیم  را می : 

***'  کهجایی
oL  ،'**

oL  ،'*
oL  و

o

'L   زیان ناشی از ظرفیت تولید، زیان ناشی ،  بلندمدت  -مدتکوتاه دهنده زیان ناشی از فاصله  به ترتیب نشان
 زیان ناشی از ناکارایی تکنیکی هستند.  از ناکارایی تخصیصی و

 مثال کاربردی   - 4-3

نشان   1جدول تغیر پرستار و دو خروجی بیماران سرپایی و بستری در  دوازده بیمارستان با یک ورودی ثابت پزشک، یک ورودی م  هایداده
در   .(2007  ،)کوپر و همکاران  ها در نظر گرفته نشده است است، هزینه مربوط به آن  داده شده است. چون تعداد پزشک ثابت فرض شده

(11 ) 

1 2
***'

V R NR

s s v
R NR V

o r r i
λ ,x ,y ,y r 1 r 1 i 1
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io ij j
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n
R R R
r j rj ro 1
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n
NR NR NR
r j rj ro 2

j 1

n

j j
j 1

G max y y x

s.t .      x x λ i 1, , f ,

 x x λ  i 1, .,v ,

y λ y y , r 1, ,s ,

y λ y y , r 1, ,s  ,  

1 λ λ 0  ,  j 1,

,

,

,

= = =

=

=

=

=

=

= + −

 = 

= = 
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=  = 
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 ...,n.
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o

** ** *' ** * ** * '
o o o o o o o o oG' G' L' G' L' L' G' L' L' L .= + = + + = + + + 
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1 2
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R R R
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s.t .      x λ x i 1, , f ,
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شعاعی و    صورتبه پرستاران را مورد ارزیابی قرار دهیم. فرض کنید بیماران سرپایی دارای تغییراتی    یریکارگبه خواهیم ظرفیت  ابتدا می

گیری کارایی برای اندازه  VRSرا تحت فرض    (6خروجی محور )   ترکیبی   مدل منظور  غیرشعاعی باشند. بدین    صورتبه بیماران بستری  
 .بریمتکنیکی هر بیمارستان بکار می 

 . بیمارستان   12برای  ها  داده   - 1 جدول 

Table 1- Data for 12 hospitals. 

 

 

 

 

  

  

  

  

*، *نتایج مقدار بهین 
F و*

ok ،*
ioδ    و همچنین مدل    (6مدل ) حاصل ازBCC    ایم. در این حالت، بیان نموده   2جدول  خروجی محور در

 .کنیمهای ثابت و متغیر ایجاد نمی تمایزی بین ورودی 

 . ظرفیت تولید تکنیکی   - 2جدول 
 Table 2- Technical capacity utilization. 

*مقادیر 
Hybrid  و  *

BCC O−  شود واحدهایی که مقدار که مشاهده می  طورهمان  نشان داده شده است.  2جدول  در*
Hybrid    و*

BCC O−    برابر
Hybriکهیدرحالکارای تکنیکی هستند    یک دارند،

*
d 1 و*

BCC O 1−     هاییمارستان بدهند بنابراین  را نشان می ناکارایی واحدها  C  ،E  ،
F،H     وI    ِدر هر دو مدلBCC    خروجی محور و مدل پیشنهادی به دلیل اینکه*

BCC O 1−    و  Hybri
*

d 1  ،و مابقی واحدها    ناکارا هستند
باشد خروجی محور نسبت به مدل پیشنهادی کمتر می  BCCاست مقدار کارایی با استفاده از مدل    ذکرقابل کارا تشخیص داده شده است.  

 یگر دعبارتبه 

مدل  با حذف محدودیت پرستاران و حل    د.انگیری کارایی شعاعی نادیده گرفته شدهاندازههای غیرصفر در  دهد که کمکیاین نشان می 
*میزان    (7)

F Hybrid−  درج گردیده است. همچنین برای این   2جدول  خواهد آمد که نتایج حاصل از این مدل در ستون دوم از    به دست
 ایم. نشان داده 2جدول  از واحدها بکار بردیم و نتایج آن را در ستون پنجم   هرکدامخروجی محور را برای   BCCحالت مدل 

 DMU ها ورودی  ها خروجی 

 پزشک )ثابت(  متغیر( پرستاران )  بیماران سرپایی  بیماران بستری 
 تعداد  تعداد  قیمت  تعداد  قیمت  تعداد  قیمت 
2010 90 550 100 100 151 20 A 

1800 50 400 150 80 131 19 B 

2200 55 480 160 90 160 25 C 

3500 72 600 180 120 168 27 D 

3050 66 400 94 70 158 22 E 

3900 90 430 230 80 255 55 F 

3300 88 540 220 100 235 33 G 

3500 80 420 152 85 206 31 H 

2900 100 350 190 76 244 30 I 

2600 100 410 250 75 268 50 J 

2450 147 540 260 80 306 53 K 

  مدل معمول ظرفیت تولید  مدل ترکیبی پیشنهادی 
نسبت  

  یری کارگ به 
 پرستار 

 ظرفیت تولید 




Hybri

*

*

o *

F H rid

d

yb

 k
−

 
 =
 
 

 
*

F Hybrid−
 

Hybrid

نسبت   *
  یری کارگ به 

 پرستار 

 ظرفیت تولید 




BCC

*

*

o *

O

O

F BCC

 k
− −

−
 
 =
 
 

 
 *

F BCC O− −
 

BCC

*

O−
  

DMU 

1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 A 

1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 B 

1.150 0.906 1.284 1.163 1.121 0.953 1.135 1.082 C 

1.179 0.903 1.107 1.000 1.163 0.937 1.067 1.000 D 

0.992 1.000 1.342 1.342 1.038 0.980 1.331 1.304 E 

1.200 0.842 1.382 1.164 1.2 0.927 1.130 1.047 F 

1.041 0.917 1.091 1.000 1.037 0.983 1.017 1.000 G 

1.128 0.932 1.308 1.219 1.121 0.930 1.302 1.211 H 

0.916 1.000 1.011 1.011 0.914 1.000 1.010 1.010 I 

1.125 0.817 1.224 1.000 1.125 0.969 1.032 1.000 J 

1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 K 

1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 L 

 * *
BCC O Hybrid .−   
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ا افزایش  اگر بتوانند تعداد پرستاران خود ر   Jو    C، D، F،Hهای  شود که در بیمارستانمشاهده می   2جدول  در    2و    1  یهاستونبا مقایسه  
 5و  4 یهاستونشود. همچنین با مقایسه توانند تعداد بیماران سرپایی و یا بستری را بیشتر کنند و عملکرد بهتر میمی صورت ینا  دهند در

کارایی بیمارستان    ،J  و  C، D، F،Hهای  که علاوه بر کارایی بیمارستان   یابیمیدرمآید  می   به دست  (BCC)  که از مدل شعاعی خروجی محور
E .شود. های متغیر، هیچ بهبودی در کارایی حاصل نمی توان بیان نمود که با حذف ورودی کل می طوربه  یجهدرنت بدتر شده است 

پیشنهادی    ترکیبی کمتر از مدل  BCCرایی مدل  های متغیر در هر دو مدل مجددا مقدار کاشود با حذف ورودی که مشاهده می   طور همان

یعنی می *باشد  *
F BCC O F Hybrid
− − −

   . تولید اندازه ظرفیت  واحدها،  کارایی  از محاسبه  نسبت    k*پس  با  را 
*

*
F




مدل   دو   ترکیبی از 

سوم و ششم درج گردیده   یهاستونبه ترتیب در   2جدول نتایج هر دو مدل در .  آوریممی   به دستخروجی محور    BCCمدل    پیشنهادی و
 داریم:  ترکیبیدر حالت   C برای بیمارستان مثالعنوانبهاست. 

،  2جدول  دهنده کمبود پرستاران در این بیمارستان است. بر این اساس، مطابق با  کمتر از یک بوده و این نشان  C برای بیمارستان k*مقدار 
کمتر از یک دارند و لذا    ییمقدار کارا  Jو     C  ،D  ،F،  G،  Hدهد که شش بیمارستان  نشان می   ترکیبی  از مدل  آمدهدستبه  k*ظرفیت تولید

با استفاده از  k*است که ظرفیت تولید  ی در حالها کارا هستند. این ها خواهیم داشت. مابقی بیمارستان این بیمارستان کمبود پرستاران را در 
 یجه درنتهم کارایی کمتر از یک را به خود اختصاص داده است.    Eخروجی محور علاوه بر این شش بیمارستان، بیمارستان    BCCمدل  

است که   ذکرقابل   دهدخروجی محور نشان می   BCCتعداد واحدهای ناکارای کمتری را نسبت به مدل    ترکیبیتوان بیان نمود که مدل  می
*مقدار 

BCCkواحد   تنها برای دوE  وH  کمتر از*
Hybridk یا مساوی است. تربزرگ شده است در مابقی واحدها این مقدار 

*بگیرید. مقادیر بهینه   را در نظر Cآوریم. برای مثال مجددا بیمارستان  می به دسترا  δ*پرستاران یریکارگبه در نهایت، نرخ  
j

*λ آمدهدستبه  
 باشد: می زیر  صورتبه برای این بیمارستان  ( 8مدل ) از حل  

 :برابر است باباشد های متغیر که پرستاران میبنابراین مقدار بهینه ورودی 

V برای این بیمارستان برابر است با:*مقدار  یجهدرنت
* io
io V

io

ˆ 18x
δ 1.150 1

x 1

3.9

6

81

0
= = = . 

δ*گردد که در این حالتملاحظه می  1   دهد. است و این مقدار کمبود پرستاران را برای بیمارستان نشان می 

δ*کل   طوربه  1   و*δ 1 با مقایسه    دهد.به ترتیب کمبود و مازاد پرستاران را نشان می*δ    در مدل خروجی محورBCC    ترکیبی و مدل  
*مقدار    Eشود که تنها برای بیمارستان  مشاهده می 

Hybridδ   کمتر از مقدار*
BCC Oδ −

یا    تربزرگشده است و برای مابقی بیمارستان این مقدار  
*مساوی  

BCC Oδ −
 باشد. می

 ترکیبی ، مقدار بهینه مدل  1قضیه  از طرفی طبق    و   1  جدول های  برای داده   ترکیبیگردد در این مثال با بکار بردن مدل  که مشاهده می   طورهمان  
   :دیگریانببه باشد می SBMو   𝐵𝐶𝐶های بهین  بین جواب 

نسبتی    صورتبه ها  های بالا وجود ندارد یعنی به دلیل اینکه این عبارت هایی مشابه رابطه رابطه   δ*و   k*که برای مقادیر    است  یدر حالاین  
 . حتمی دو رابطه زیر برقرار هستند طوربه توان گفت که  آیند لذا نمیمی  به دست

 
*

*
o *

F Hybrid

Hybrid 1.163
 k 0.906 1.

1.284−

 
= = =  
 
 




 

 
1 2 3 4
** ** ** ** **

11 1
**

20.390, 0.314, ...λ λ λ λ . 0, 0.29λ 5 .λ= = = = = = = 

 
n

V V **
io ij j

j 1

x x λ =( × +(ˆ 151 0.390) 131 0.314) 284 0.295) 1× +( × 83.981 .
=

= = 

 * * * * * *
F BCC OBCC F Hybrid F SO Hybrid SBM BM, .− − − −−          

 * ** *
BCC O Hybrid BCC O Hybridδ δ ,  k k .− −   
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*،  *مقادیر   این مثال هیچ تغییری در  با موارد بالا در  یجهدرنت

F  ،*
o kکه دلیل این یکسان   حاصل از مدل پیشنهادی ایجاد نخواهد شد؛

 باشد. بودن ناکارایی غیرشعاعی می

 دهد. تجزیه ناکارایی را نشان می  3جدول  

 . جزیه ناکارایی ت   - 3جدول 

Table 3- Decomposition inefficiency. 

 

 

 

 

 

 

 

 آمده است. به دستزیر  صورتبه   Cبرای نمونه ناکارایی خروجی شعاعی و غیر شعاعی بیمارستان 

)به دلیل ناکارایی خروجی غیرشعاعی  Cبنابراین اصل ناکارایی بیمارستان  )2β توان برای واحدها  باشد. به همین ترتیب می می =0.163
مشابهبهدیگر   آن  طور  ناکارایی  نماییم.دلیل  پیدا  را  ناکارایی    ها  اصل  دیگر  مثال  شعاعی   DMU Eبرای  خروجی  ناکارایی  دلیل  به 

( )1β ماننحالیدر  است=0.342 دیگری  واحد  کلی   HDMUد که  ناکارایی  دارای  βکه  هرمی  =0.219 در  ناکارایی  دلیل  به  دو    باشد 
)خروجی شعاعی )1β )و غیرشعاعی =0.167 )2β *این با مقدار  ؛ کهاست =0.052

1 1 4φ  نشان داده شده است.  3  جدول در  =33.

اند، بیان نماییم. با  های متغیر حذف شدهی برای مابقی واحدها و همچنین برای حالتی که ورودیا توان تفسیر مشابه به همین ترتیب می
یا   تربزرگ  دانهای متغیر حذف شدهورودی   که  یزمانگردد که مقدار ناکارایی برای  ملاحظه می  Fβو  βاز   آمدهدستبهتوجه به مقادیر  

Fβیگر دعبارتبه باشد که این متغیرها در مدل وجود دارند مساوی زمانی می β. 

* است که ذکرقابل 
1φ *و   =1

2φ  دهند. نشان می در دو مدلها ناکارایی شعاعی را در خروجی  حضور =1

 بر پایه قیمت   ی ور بهره گیری ظرفیت  اندازه   - 4-4

)و    1جدول  اطلاعات قیمت در    یریکارگبه  با  )1 j 2 j

F V V R R R NR NR NR
j j j j 1 j 1 j 2 j 2 jx ,x c x ,y p y ,y p y  = = آید. مجددا توجه نمایید  می  به دست  4جدول    =

R  یله وس بهشود. سود فعلی  ای برای آن در نظر گرفته نمی که چون پزشک در این مثال ثابت فرض شده است لذا هزینه NR V
1 2G y y x= + −  

های با حل مدل  یم.دهقرار می  موردتوجه بار دیگر در این مثال ظرفیت تولید را برای هر بیمارستان  محاسبه شده است. یک   DMU  برای هر

Fβ F

2
β F

1
β *

2
φ β 

2
β 

1
β *

1
φ DMU 

0 0 0 1 0 0 0 1 A 

0 0 0 1 0 0 0 1 B 

0.284 0.284 0 1 0.163 0.163 0 1 C 

0.107 0.107 0 1 0 0 0 1 D 

0.342 0 0.342 1.684 0.342 0 0.342 1.684 E 

0.382 0.317 0.065 1.130 0.164 0.163 0.001 1.002 F 

0.091 0.091 0 1 0.091 0 0 1 G 

0.308 0.177 0.130 1.216 0.219 0.052 0.167 1.334 H 

0.011 0.011 0 1 0.011 0.011 0 1 I 

0.224 0.208 0.016 1.032 0 0 0 1 J 

0 0 0 1 0 0 0 1 K 

0 0 0 1 0 0 0 1 L 

 
*

*

) )

.

)

( (

( ( ) 

1
1 1

F 1
1 2

1
1 1 0

2

1
1

s
1

s

s
1 1 0

2s

 

 

 ناکارایی خروجی  شعاعی  

 
2

2

s NR*
r

2 NR  
r 1 ro

s NR**
F r

2 NR  
r 1 ro

s1 1 17.98
β 0.163

s y 2 55
  .

s1 1 31.29
β 0.284

s y 2 55

+

=

+

=


= =  =





= =  =







 ناکارایی خروجی  غیرشعاعی  

 1 2

F F F
21

 β β β 0.163 0.163

β β β 0.284 0.280 4

0
.

= +


= +

=

== +

=



 ناکارایی خروجی +
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'*، سودهای متناظر  DMU  در بخش قبل برای هر  شدهمطرح

oG    ،)سود کارایی تکنیکی(**'

oG    ،)سود کارایی تخصیصی(***'

oG   ظرفیت(
*')زیان ناشی از ناکارایی تکنیکی(،  Lو همچنین زیان  (شدهحذفحداکثر سود 

oL  زیان ناشی ناکارایی تخصصی( و('**
oL  زیان ناشی از(

 آیند. می به دست  5  جدول ظرفیت تولید( مطابق  

 . مجموعه داده برپایه قیمت   - 4جدول
Table 4- Price-based data set. 

 

 

 

 

 

 

 . سود و زیان   - 5جدول 
Table 5- Profits and losses. 

 

 

 

 

 

 

کاستن ظرفیت محدودیت )پرستار( بهبود دهند و زیان    یلهوس به توانند سود خود را  می  Jو    C  ،E،  F  ،H  هایدهند که بیمارستان نتایج نشان می
 باشد.ها میهای دیگر برای همه بیمارستان از زیان  تربزرگ یی ظرفیت تولید اناشی از ناکار

 . مقایسه سودهای  فعلی و حداکثر سود   - 6جدول 
Table 6- Comparisons of current and maximum profits. 

 

 

 

 

 

NRخروجی 

2
y  خروجیR

1
y  پرستارVx  پزشکFx DMU 

180900 55000 15100 20 A 
90000 60000 10480 19 B 

121000 76800 14400 25 C 
252000 108000 20160 27 D 
201300 37600 11060 22 E 
351000 98900 20400 55 F 
290400 118800 23500 33 G 
280000 63840 17510 31 H 

290000 66500 18544 30 I 

260000 102500 20100 50 J 

360150 140400 24480 53 K 

360000 73750 19880 38 L 

 زیان                                             سود           
Total * *L *L L ***

o
G' 

**

o
G ' 

*'

o
G G  

0 0 0 0 220800 220800 220800 220800 A 

0 0 0 0 139520 139520 139520 139520 B 

122430 68732 0 53968 305830 237098 237098 183400 C 

0 0 0 0 339840 339840 339840 339840 D 

26372 26372 0 0 254212 227840 227840 277840 E 

46570 46570 0 0 476070 429500 429500 429500 F 

0 0 0 0 385700 385700 385700 385700 G 

43442 24649 5931 23863 369772 345123 339193 326330 H 

0 0 0 0 337956 337956 337956 337956 I 

121230 56312 0 64918 463630 407318 407318 342400 J 

0 0 0 0 476070 476070 476070 476070 K 

0 0 0 0 413870 413870 413870 413870 L 

 جمع      131478 5931 222635 360044

 DMU فعلی  حداکثر 

 هزینه  درآمد  هزینه  درآمد 
 پرستار  خروجی  ورودی  پرستار  خروجی  ورودی  زیان 

0 180900 55000 15100 180900 55000 15100 A 
0 90000 60000 10480 90000 60000 10480 B 

122430 231686 92858 18714 121000 76800 14400 C 
0 252000 108000 20160 525000 108000 20160 D 

26372 201300 69415 16503 201300 37600 11060 E 
46570 360150 140400 24840 351000 98900 20400 F 

0 190400 118800 23500 290400 118800 23500 G 
43442 280000 117750 21978 280000 63840 17510 H 

0 290000 66500 18544 290000 66500 18554 I 
121230 360120 127070 23560 260000 102500 20100 J 

0 360150 140400 24480 360150 140400 24480 K 
0 360000 73750 19880 360000 73750 19880 L 
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دهد که چگونه  دهد این ارقام نشان میحداکثر هزینه و هزینه فعلی، درآمد و سود را برای هر بیمارستان نشان می  6جدول  این،   علاوه بر
 تواند به رشد درآمد از بیماران سرپایی و بستری اثر گذارد. هزینه پرستار میافزایش 

 گیری بحث و نتیجه   - 5

می زمانی  واحد  هر  در  سازمان  ممکن  تولید  حداکثر  تولید،  می  باشدظرفیت  تنظیم  موقعیت  با  متناسب  که  که  این شود  از  استفاده 
کارخانه یکی از مباحث مهم اقتصادی است و موجب افزایش بازده و ظرفیت تولید با هزینه  های بالقوه موجود در یک صنعت یا  ظرفیت

نیستند و برخی   ییرتغ قابل   یآسانبه شود که در آن برخی از مقادیر ورودی ثابت و  هایی روبرو میظرفیت تولید با موقعیت  شود.کمتر می
 نماییم. های ثابت و متغیر تقسیم میها را به ورودیما ورودی بنابراین باشندمی ییرتغ قابلپذیر انعطاف  طوربهدیگر 

کنند  ها با یک نسبت تغییر میها یا خروجی این است که تمام ورودی   ها فرض برتحلیل پوششی داده  یهبر پاهای ظرفیت تولید  در مدل
لازم  در این صورت  ند.  نداشته باش نسبت یکسان  تغییراتی با    ،هاشاخص شود که برخی از  موجب می  که تنوع صنایع تولیدیدرصورتی

ها هرکدام از آن  کهشوند  به دو دسته شعاعی و غیرشعاعی تقسیم می  ترکیبیهای  ها در مدل داده  .استفاده شود  ترکیبیهای  از مدل  است
  برای مدل جامعی  ،های شعاعی و غیر شعاعیام مدلدر این مقاله با ادغ .گیرندمورد ارزیابی قرار   هاآن خاص  هایباید با توجه به ویژگی
های متغیر بر اثر ورودی، همچنین  ها به ورودی ثابت و متغیرورودی  بندیدستهبا    . در مدل پیشنهادی،نمودیم  ارایهارزیابی ظرفیت تولید  

های متغیر  حذف ورودی  آیا  سخ دادیم کهبه این سوال پا  وایم  داده قرار    یموردبررس های شعاعی و غیرشعاعی  کارایی را در حضور خروجی
 شود.کارایی واحد تحت ارزیابی  در تواند موجب بهبودمی

ذکر به  اندازه   لازم  برای  پیشنهادی  مدل  که  سازماناست  تولید  ظرفیت  میزان  واحدهاگیری  و  دسته ها  خروجی  کهیهنگام،  ها  دو    به 
برای تعیین ظرفیت تولید    مدل پیشنهادی  درهمچنین    .، مفید خواهد بودشوندتقسیم میدر مسئله    (های شعاعی و غیرشعاعیخروجی)

تغییری در مدل و روش ارزیابی  شعاعی و غیرشعاعی    در دو حالتها  ورودی  بنابراین تغییر؛  از ماهیت خروجی محور استفاده شده است
 کند. ایجاد نمی

این مقاله مدل  طور کلبه  دو    پیشنهادی  در  تولیداز  و    (1  :جنبه ظرفیت  پا(  2تکنیکی  و قیمت در حضور خروجی  یهبر  های شعاعی 
های و با بررسی  ها اعمال نمودهبیمارستان های  داده مدل پیشنهادی را روی    یتدرنها  .قرار گرفته است  وتحلیلیهتجزمورد  غیرشعاعی  

که    شدهانجام  گردید  ورودی ملاحظه  حذف  خروجی با  حضور  در  متغیر  غیرشعاعهای  و  شعاعی  حاصل  های  کارایی  در  بهبودی  ی 
ها  دهد در برخی بیمارستانج نشان مییمقایسه نتا،  پرستاران، در دو حالت  یریکارگبه محاسبه اندازه ظرفیت تولید و نسبت گردد. با  نمی 

  ها را بهبود بخشید. بیمارستانتوان تعداد بیماران سرپایی و یا بستری را بیشتر کنند و عملکرد  اگر بتوان تعداد پرستاران را افزایش داد می
ها برای  ها عامل ناکارایی و مقدار آن مشخص گردید. در ادامه، ظرفیت تولید را برای زمانی که قیمتسپس با استفاده از تجزیه کارایی

 .ها در دسترس هستند محاسبه و بررسی نمودیمها و خروجی ورودی
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