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Abstract 

In this paper, we present a new trust region method for unconstrained optimization problems 

with locally Lipschitz continuous, nonconvex functions. In this method, in the ratio test, the 

current objective function value is replaced with maximum of some objective function values 

in the previous iterations. The new method nonmonotone properties and prevents falling into 

narrow valleys. Proving global convergence requires only two conditions: 1- there should be is 

a sufficient reduction for the approximate model in the solution of trust region subproblem, 2- 

the approximation Hessian matrix be bounded. Then, the convergence property of this method 

is investigated. Finally, the presented method is implemented on some nonconvex problems in 

MATLAB environment and numerical results are compared with the nonsmooth trust region 

method. 

 Keywords: Nonsmooth nonmonotone trust region method, Locally lipschitz continuous 

function, Nonconvex optimization, global convergence. 
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ر

 ،گردد. در این روششیتز موضعی نامحدب ارایه میسازی تابع پیوسته لیپحداقلیک روش ناحیه اعتماد جدید برای  ،ین مقالها در
دارای  این روششود. می تابع هدف فعلیبرخی مقدارهای تابع هدف در تکرارهای قبلی جایگزین مقدار  حداکثردر تست نسبت 

تنها  ،اثبات همگرایی سراسری این روش کند.های باریک جلوگیری میی بوده که از افتادن الگوریتم در درهغیریکنواختخاصیت 
نیازمند شرط وجود کاهش کافی در مدل تقریبی تابع هدف توسط جواب زیرمساله ناحیه اعتماد و کرانداری ماتریس تقریب هسی 

روی برخی مسایل بهینه MATLABشود. روش پیشنهادی در محیط ی روش پیشنهادی اثبات میاست. در انتها همگرایی سراسر
 شود.عددی با روش ناحیه اعتماد ناهموار مقایسه می سازی شده و نتایجسازی نامحدب پیاده

 راسری.سهمگرایی  ،سازی نامحدببهینه ،شیتزموضعیتابع پیوسته لیپ ،ناهموار غیریکنواخت روش ناحیه اعتماد های کلیدی:واژه       

   مقاله پژوهشی         
 

 

 مقدمه -1

سازی ناهموار کاربردهای زیادی در پردازش اغلب ناهموار هستند. مسایل بهینه ،سازی با کاربردهایی عملی در جهان واقعیمسایل بهینه 
 ،سازی مقید دارد. بنابراینفیزیک و شیمی محاسباتی و حل مسایل بهینه ،اقتصاد ،کاویداده ،آموزش شبکه عصبی ،کنترل بهینه ،تصویر

 سازی نامقیددر این مقاله مساله بهینه ،رو. از اینفته استرگ قراردانان زیادی سازی ناهموار مورد توجه ریاضیحل مسایل بهینه
 

 
 

nکه در آن شودمیدرنظر گرفته 
f R R های کارا و تکراری برای شیتز موضعی است. روش ناحیه اعتماد یکی از روشتابع پیوسته لیپ

سازی با تابع هدفی برای مسایل بهینه (.1999 ،2و رایت نوسدال ؛2000،و همکاران1است )کنسازی )هموار و ناهموار( حل مسایل بهینه
مدل  ،صورت مدل درجه دومشود. مدل تقریبی بهتابع هدف توسط مدلی مناسب تقریب زده می ،پذیر استکه دوبار به طور پیوسته مشتق

،فعلی در نقطه تکرار باشد. تقریب درجه دوم تابع هدفمخروطی و مدل مکعبی می
kx، براساس بسط تیلور تابعf حول

k
x صورت به

 آید:دست میزیر به

                                                             

1 Conn et al. 
2 Nocedal & Wright 

 علمی نشریه                      
 گیری و تحقیق در عملیاتتصمیم 

  1399 تابستان، 2، شماره 5دوره                                                  

 شیتز موضعی سازی تابع پیوسته لیپروش ناحیه اعتماد جدید برای حداقل 

 *زهره اکبری                                                                                                 
 بابلسر، ایران. ،راندانشگاه مازند، علوم ریاضیگروه 

 چکیده

 09/05/1399: پذیرش 16/04/1399اصلاح:  15/02/1399: داوری 18/01/1399دریافت: 

(1) 
n
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f x 
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که در آن
k k

g f x و
k

Bیا ماتریس هسی دقیق (
k k

fB x  ) و یا تقریب متقارنی از آن است. این مدل در یک
نقطه فعلی ناحیه حول

k
x، معروف به ناحیه اعتماد،  k k

x x x  ، که در آن ،گرددمی حداقل
k

  شعاع ناحیه اعتماد 
تکرار از روش ناحیه اعتماد  هر اعتماد است. در تقریب مناسبی از تابع هدف در ناحیه ،شود این مدل تقریبیشود. فرض مینامیده می
منظور محاسبه جهت کاهشیبه ،کلاسیک

kd،  برای قبول و یا عدم قبول نقطه  ،شده و سپس حداقلمدل تقریبی در ناحیه اعتماد
آزمایشی

k k
x d، گردد:استفاده می ،شودصورت زیر تعریف میاز تست نسبت که به  

 

 

cشعاع ناحیه اعتماد و نقطه فعلی با استفاده از مقدار صورتایندر 

k
r یابد. تا حصول شرط توقف ادامه می فرآیندشوند. این بهنگام می

. های ناحیه اعتماد متفاوتی ارایه شده استروش ،با توجه به چگونگی ساخت مدل تقریبی و چگونگی بهنگام شعاع ناحیه اعتماد
ترکیب شده است. برای مطالعه  غیریکنواختاین روش با روش جستجوی خطی  ،برای افزایش کارایی روش ناحیه اعتماد ،همچنین

عطایی و و  2004 ،5سان ؛4،1980داویدن ؛2003 ،3ژانگو  انگژ ؛2003 ،2هی؛ 1996 ،1دی و سان)توان به مراجع بیشتر می
 راجعه کرد.( م2014 ،6همکاران

حول fیک مدل درجه دوم برای تابع هاآن( ارایه شد. 1994) 7روش ناحیه اعتماد برای اولین بار توسط کی و سان ،در حالت ناهموار
kx زیر معرفی کردند صورتبه بر اساس تابع تکراری: 

 
 
 
 
Rآن در که    .الگوریتم ناحیه اعتماد ناهموار را با فرض شرایطی روی تابع  هاآنمعروف به تابع تکرار است  معرفی و

داشتند. تنها نمونه پیشنهادی برای هیچ بحثی روی انتخاب عملی مناسب برای تابع  ،همگرایی سراسری آن را ثابت کردند. با این حال
 :صورت زیر معرفی شده استبه( 1994 ،در )کی و سان تابع 

 

 
 
 

 از حل زیر مساله زیردر عمل محاسبه آن کارا نیست. بعدولی  ،ستا تکراری را دارا اگر چه این تابع همه شرایط مورد نظر تابع

k k
Q x d s t d  

                                                             

1 Di and Sun  
2 Hei 
3 Zhang and Zhang   
4 Davidon  
5Sun 
5 Ataee et al.  
6 Qi and Sun 

(
4
) 

T T

k k k k
Q x s f x g d d B d   

(
4
) 

k k k

k

c

k

k

k

r
f x d f x

Q x d Q x
 

(
4
) 

      T

k k k k
Q x d f x x d d B d   

(
4
) 

 
 

T

 f x

x , p ma d .x
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خاصیت همگرایی سراسری الگوریتم ناحیه  هاآنشود. شعاع ناحیه اعتماد و نقطه جاری بهنگام می ،مشابه روش ناحیه اعتماد هموار
دوم با استفاده از یک زیرگرادیان مدل درجه ( یک2015) 1شیتز موضعی نشان دادند. اکبری و همکاراناعتماد را برای تابع پیوسته لیپ

از مجموعه k
f x .فرض کردند  هاآنمعرفی کردند  T

k
x d v d ، طوری که بهv  یک جواب تقریبی از مساله زیر است که

 گردد:( محاسبه می2012)  2کاهش در مهدوی امیری و یوسف پور تندترینبا استفاده از روش تقریب 
 

ست. الگوریتم ا الگوریتم ناحیه اعتماد خاصیت همگرایی سراسری را دارا ،نشان دادند که تحت شرایط استاندارد روی تابع هدف هاآن
کند اما در حل مسایل نامحدب بسیار های موجود حل میدرصد از مسایل مقیاس بزرگ را بهتر از روش 80،نظرناحیه اعتماد مورد

لگوریتم ناحیه اعتماد را با روش جستجوی ( ا2019اکبری و همکاران ) ،افزایش سرعت الگوریتم منظوربهضعیف یا ناتوان است. 
 گرفتند:  کارهرا ب ( الگوریتم ناحیه اعتماد با تابع تکرار زیر2018) 3حسینی و نوبختیان . اخیرا  خطی ترکیب نمودند

T

k k
x d v dφ 

که در آن
k

v یک عنصر از مجموعه c k
f x ( و در تعداد متناهی 2013 ،4است که از الگوریتم شبه سکانت در )بگیرو و همکاران

شود و یاشیدا تقریب زده می-ساز مورهتابع هدف ناهموار توسط تابع منظم  ،گردد. در بسیاری مقالاتمحاسبه می ،تکرار
 شود.می گرفته کارهشده باین تابع منظمهای ناحیه اعتماد هموار روی الگوریتم

های تکراری یکنواخت هستند: یعنی دنبالهالگوریتم ،های ناحیه اعتماد اشاره شدهالگوریتم k
x  با فرمول

k k k
x x d


   تولید

شود که در آنمی
k

d طوری کهیک جهت است به   
k k

f x f x


 .سازی های تکراری یکنواخت در حل مسایل بهینهالگوریتم
سازی نامحدب نقطه آغازین باید در همسایگی جواب بهینه سراسری حالی است که برای حل مسایل بهینهاین در ،محدب کارا هستند

 ،5)فلچر و همکارانسراسری همگرا شود  از جواب بهینهممکن است الگوریتم به جوابی غیر صورتدر غیر این ،انتخاب شود
ممکن است الگوریتم منجر به همان جواب بهینه موضعی گردد.  ،(. اگر نقطه آغازین در نزدیکی جواب موضعی انتخاب شود2006

هدف تولید تابعکاهش متوالی مقدار  ،چنینهای یکنواخت اهمیت بسزایی دارد. همدر حقیقیت انتخاب نقطه آغازین در الگوریتم
های منحنی باریک که در ویژه در حضور درهبه ،ای تکراری یکنواخت ممکن است سرعت همگرایی را کاهش دهدهشده توسط روش

جستجوی خطی  الگوریتم ،ها(. برای غلبه بر این نقطه ضعف2006 ،6یوآنمسایل آزمایشی غیرخطی محتمل است )سان و 
دانان ارایه شد. ریاضی ،سازی نامحدب و همواربرای حل مسایل بهینه ،(1986) 7یکنواخت برای اولین بار توسط گریپو و همکارانغیر

 غیریکنواختبسیاری با استفاده از ایده ارایه شده توسط گریپو تلاش کردند تا الگوریتم ناحیه اعتماد را با الگوریتم جستجوی خطی 
 (2014، عطایی و همکاران؛ 2004 ،توان به )سانمیبرای مطالعه بیشتر  ،ی مقالات کارا و موثری شدترکیب کنند که منجر به ارایه

  مراجعه کرد.

 

 

                                                             

Akbari et al. 1  
2 Mahdavi-amiri and Yousefpour 
3 Hoseini & Nobakhtian 
4 Bagirov et al. 

al.Fletcher et  5 
6 Sun & Yuan 
7 Grippo et al. 
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شود. در شیتز موضعی نامحدب ارایه میبرای تابع پیوسته لیپ غیریکنواختبرای اولین بار یک الگوریتم ناحیه اعتماد  ،در این مقاله 
شیتز برای تابع هدف پیوسته لیپ غیریکنواختشود. الگوریتم ناحیه اعتماد ای کوتاه از آنالیز ناهموار بیان میمقدمه ،بخش دوم

به نتایج  ،ترتیببه ،شود. بخش پنجم و ششمهمگرایی سراسری آن نشان داده می ،موضعی در بخش سوم ارایه شده و در بخش چهارم
 ص یافته است.گیری از مقاله اختصاعددی و نتیجه

 
 آنالیز ناهموار ای برمقدمه -2

 به معرفی برخی مفاهیم مقدماتی از آنالیز ناهموار اختصاص داده شده است. ،این بخش
nفرض کنید تابع

f R R در نقطهx شیتز موضعی است. مشتق جهتی تعمیم یافته کلارک تابعپیوسته لیپf در نقطهx  در
 :(2014 ،)بگیرو و همکارانشود صورت زیر تعریف میبه dجهت

 

y x t

f y td f y
f x d

t
 

 ،یافته کلارکزیر دیفرانسیل تعمیم .شیتز وجود داردتوان نشان داد که این تعمیم مشتق جهتی برای توابع پیوسته لیپبه سادگی می 
 :(2014 ،)بگیرو و همکارانگردد زیر تعریف می صورتبه ،براساس این تعریف

  
n T n

f x R f dd Rdxξ ξ 

 صورت داریم:در این ،باشد xهمسایگی نقطه شیتز درثابت لیپ Lاگر

L f xξ ξ 
صورتایندر  ،پذیر باشدمشتق xدر fتابع رم اقلیدسی فرض شده است. اگررم استفاده شده ن  ن   ،در سرتاسر این مقاله

f x f x  ابعتاگر  ،. علاوه بر اینf درx صورتایندر  ،پذیر باشدطور پیوسته مشتقبه  
 

f x f x 

)صورتایندر  ،باشد f) یا یک نقطه ایستای ( تابع حداقل xاگر )f x .برای ε، ε-زیردیفرانسیل )گلداشتاین( تابعf  در
 شود:صورت مجموعه زیرتعریف میبه xنقطه

f x f y x y
ε

ε 

fبه ترتیب پوسته محدب و بستار مجموعه هستند. اگروکه در آن x،  نقطه صورتایندرx یک نقطهε- ایستای
 شود.نامیده می fتابع

 الگوریتم ناحیه اعتماد ناهموار جدید -3

اختصاص داده شده است. همانند الگوریتم ناحیه اعتماد در اکبری و  غیریکنواختبه ارایه یک الگوریتم ناحیه اعتماد  ،این بخش
مدل درجه دوم در نقطه ،(2015همکاران )

k
x شود:نظر گرفته میصورت زیر دربه 

T T

k k k k
Q x d f x w d d B d 

،که در آن
k

B  یک ماتریس متقارن و معین مثبت و k k
w f x    رم در بین دیگر عناصر این زیرگرادیانی است که دارای کمترین ن

آید. در روش دست میه( ب2012شده در مهدوی امیری و یوسف پور ) ندترین کاهش ارایهمجموعه بوده و توسط الگوریتم تقریب ت
مجموعه ،تقریب تندترین کاهش

k
f x شود )مهدوی تقریب زده می آن با استفاده از پوسته محدب تعداد متناهی از اعضای

lk(. فرض کنید2012 ،پورامیری و یوسف
W ξ ξ ξ ای از اعضایمجموعه

k
f xصورتایندر  ،باشد

k
W 

به عنوان تقریبی از
k

f xشودنظر گرفته و مساله زیر حل میدر: 
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 شرط آرمیژو در زیر برقرار باشد اگر

dکه در آن  
ξ

ξ
، 

1 (0,1)c ، گاهآن
k

W یک تقریب قابل قبول برای
k

f xو  ξ تقریبی ازf x d
  است. اگر

تقریب گاهآن ،برقرار نباشد (3نامساوی )
k

f x با اضافه کردن یک عضو جدید مانند
kf ( x )  εξ به

k
W با شرط

kconvWξ 
 با مجددا  ( 2مساله )یابد. بهبود می

k
W  شود. در محاسبه یک جهت کاهشی صادق در شرط آرمیژو حل می منظوربهجدید

( نشان داده شده است که الگوریتم تقریب تندترین کاهش در تعداد تکرار متناهی یک جهت 2012مهدوی امیری و یوسف پور )

کاهشی را تولید کرده و تقریبی برای مجموعه
k

k
f x


 آورده شده است: ،ی این جهتم محاسبهدر زیر الگوریت کند.پیدا می 

یتم  .الگوریتم تقریب تندترین کاهش .1 الگور

قرار ده: .1 گام
k

k
v f x c


   :را به دلخواه انتخاب کن و قرار ده k

W v وl  

سازی محدب. مساله بهینه2 گام
k

v
k

W

w v


 .اگر  را حل کنkw  δ صورت، قراردهاین، متوقف شو. درغیر :k

k

d
w

w
 . 

اگر. 3 گام
k k k k k

f x d f x wc      ،برو. 4گام  صورت به، در غیر ایندمتوقف شو گاهآن 

.4 گام
l k

v f x

 که را انتخاب کن

l k
v W


. :قرارده

l
k k

W W v


 ،l l  رو.ب 2م  و به گا 

kدر نقطه
x، 

kk Δ kW f x  وk
conW بهترین تقریب برای 

kΔ kf x است. مدل درجه دوم زیر را در نظر بگیرید: 

    T T

k k k k
Q x d f x w d d B d   

 شود:صورت زیر ارایه میسازی تابع لیپشیتز بهحداقلبرای حل مساله  غیریکنواختروش ناحیه اعتماد  ،اساساین بر

یتم  .الگوریتم ناحیه اعتماد غیریکنواخت .2 الگور

nن . فرض ک1 گام
x R ، 2 3 4 1 1 δ Δ max 1.c <c <1<c  c, δ  ,θ ,θ Î 0,1 ،Δ ,Δ ,ε>0  :قرار دهI، عدد صحیح نامنفی  و

 است.

را در  1الگوریتم . 2 گام
k

x با پارامترهای
k

 δ δ  وk
Δε اجرا کن. فرض کن

k
w  یتمزیرگرادیان حاصل از  .ستا 1 الگور

اگر . 3 گام
k|| w || ε ،صورت، اگرتوقف کن. در غیر این گاهآنk kw   δ ،قرار ده: گاهآنk 1 kx x  ،

k 1 Δ k k 1 kΔ θ Δ      δδ δ θ،k k 1   صورت، قرار ده:برو. در غیر این 2و به گام
k 1 kδ δ   برو. 4و به گام 

زیرمساله درجه دوم زیر را برای .4 گام
kd :حل کن 

   
n

T T

k k k k k

dnR

1
min                  Δ

2
. 

(3) 
k

convWξ

ξ ξ 

 f x d f x cε ε ξ 
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 صورت زیر تعریف کن:اعتماد را بهنسبت ناحیه 

    
   

k k l k

k

k k k

f x d f x
r

Q x d Q x

 



 

lکه در آن  k j m k k j
f x f x

  
،m k m k M     برایk  ،m  :است. قرارده 

 k k k
k

k

x d r c
x x o w

 
  

 k k k k

k k k

k k

c d r c
r c

c r c


  
 



 
 

 





  

ماتریس. 5 گام
k

B  را با فرمولBFGS و با یک بردار دلخواه k 1 k 1    ξ :بهنگام کن. قرار ده k k   برو. 2و به گام   1

و d فرض کنید
k k

y w


 .  ماتریس  ،صورتایندر
k

B با فرمولBFGS شود:زیر بهنگام می 

 

 

Mبا فرض  ارایه شده در این مقاله همان الگوریتم ناحیه اعتماد  غیریکنواختتکنیک  ،تابع هدف و بررسی شرط کاهش کافی در
c،است. در صورت استفاده از تست نسبت کلاسیک (2015ناهموار در اکبری و همکاران )

k
r،  دنباله

k
f x  دنباله کاهشی است. در

ممکن است الگوریتم نتواند از این دره عبور کند و به آن جواب  ،و منحنی آن دارای دره باریک باشد تابعی نامحدب fصورتی که
بهینه موضعی همگرا گردد. از طرفی

l k
f x  یتم در  4در گام mمقدار تابع هدف در حداکثر ،2الگور k تکرار قبلی است کهM

mکران بالایی برای k بنابراین ،است
l k k

f x f xو با توجه به تعریف
k

r،
l k k

f x f x


شده از . لذا دنباله تولید
یتم   ،2الگور k

f x، های باریکانتظار داریم در صورت وجود دره ،ی دنبالهغیریکنواختاست. بنابراین با توجه به  غیریکنواخت، 
دنباله  k

x .از دره عبور کند و در تله جواب بهینه موضعی نیفتد 

یتم با توجه به نکات ذکرشده   باشد. سازی نامحدب کارا مینسبت به نقطه آغازین حساس نبوده و برای حل مسایل بهینه ،2الگور
در صورت نامحدب بودن مساله ممکن است به جواب بهینه  ،(2015شده در اکبری )جه به یکنواخت بودن دنباله تولیدولی با تو

 موضعی همگرا گردد. 

 آنالیز همگرایی -4

شیتز موضعی پسازی نامقید با تابع هدف پیوسته لیگوریتم ناحیه اعتمادجدید برای مساله بهینهخاصیت همگرایی ال ،در این بخش
 گیریم:نظر میدر های زیر را روی مسالهاز هر چیز فرضگردد. قبلارایه می

. مجموعه تراز1 فرض L x f x f x  .از پایین کراندار است 

. عدد نامنفی2 فرض
BM طوری که برای هروجود دارد بهn

d R و در هر تکرارk، :رابطه زیر برقرار است 
 
 
 
 

T T

k k k k k k
k k T T

k k k k k

y y B s s B
B B

y s s B s
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یتم برای اثبات همگرایی سراسری  جواب ،2الگور
k

d جمله  باشد از هاباید دارای برخی ویژگی ،4م از حل مساله درجه دوم در گا 

. ثابت مثبت 3 فرض 0 ,1γ4 وجود دارد به طوری که برای هرجواب زیرمساله ناحیه اعتماد در گام،
k

d،  :رابطه زیر برقرار باشد 

 

وجود داشته باشد که جواب از شعاع ناحیه اعتماد ایهآستان .4 فرض
k

d حاصل از حل مساله درجه دوم زمانی که
k

 ، 
  گردد. ،(3برقراری شرط آرمیژو ) ،منجر به کاهش کافی در تابع هدف

 ،شده در )حسینی و نوبختیانافتیم که جواب حاصل از روش ارایهدری ،های حل زیرمساله ناحیه اعتماداز مطالعه و بررسی روشبعد
ل زیرمساله با استفاده از ح هاشود که اثباتسعی می ،اشتیهاگ در شرایط بالا صادق است. در ادامه-CG ( و همچنین الگوریتم2018

 اشتیهاگ انجام شود.-CGناحیه اعتماد توسط الگوریتم 

-CG اگر زیرمساله ناحیه اعتماد توسط الگوریتم ،( نشان داده شده است که در شرایط خاص2015اکبری و همکاران )  1گزاره در 
 ،ی معین نباشدهاآنتر از آستکم زمانی که شعاع ناحیه اعتماد ،یعنی ،شودایجاد می fکاهش کافی در تابع گاهآن ،اشتیهاگ حل شود

 کند. اشتیهاگ دقیقا یک نقطه کشی را تولید می-CGالگوریتم 

 ،یعنی ،همه تکرارهای موفق باشد شامل فرض کنیم مجموعه

k
S k K r c  :     , 

تکرارها و یشامل تمام ،Kکه در آن مجموعه k k S
x


شود. قبل از بررسی خاصیت ای از همه تکرارهای موفق نامیده میدنباله 

یتمهمگرایی سراسری برای  یتم شود که ابتدا در لم زیر نشان داده می ،2 الگور خوش تعریف است یعنی اگر تکراری موفق  2الگور
های شیتز موضعی است و فرضپیوسته لیپ fتابع ،شودافتد. فرض مییک تکرار موفق اتفاق می ،بعد از تعداد متناهی تکرار ،نباشد

 قرار هستند. همگی بر 4تا  1
 

فرض کنید .1 لم
k

x یک جواب
k
 ایستا نیست. اگر

k
x S، عدد صحیح مثبت  گاهآنp  وجود دارد به طوری کهk p

x S
 

. 

که جاییآناز  اثبات. 
k

k
f x


، بنابراینk k

w  فرض کنیم برای هر  ،فلبرهان خ. بهp ، k p
r c


 

یتمدر  4گام  ،رواست. از این  دهد:نتیجه می 2 الگور

k p
p

lim . 

kه وجود دارد به طوری کpبنابراین p
 


 الگوریتم  ،(2015 ،در ) اکبری و همکاران 3.1گزاره . باتوجه بهCG-  اشتیهاگ دقیقا 

kیک جواب نقطه کشی p

k p k p

k p

w
d

w



 



  گرددرا تولید کرده و منجر به کاهش کافی در تابع هدف در این مرحله می،  

 بنابراین داریم:

(
4
) 

k B
B M 

(
5
) 

  .k

k k k k k

k

w
Q x Q x d w

B
γ 
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 k p k p k p k p

k p

k p k p k p

f x d Q x d
r

Q x Q x d

 
 

 

که  جاییآناز    k p l k p
f x f x

 
،  شود:به رابطه زیر تبدیل می (6رابطه )بنابراین 

kکه باتوجه به این ،از طرف دیگر k
w  ( داریم:5( و )4) بطهواو از ر 

 

 

 

ه در آنک
B

1
min 1 ,

M


 
 
 

β γ داریم:  (8)و  (7روابط ). از تعریف تست نسبت و 

k p k pl k p k p k p k p

k p

k p k p k p k p k p k p

f x f x d f x f x d
r

Q x Q x d Q x Q x d

 

 بنابراین

 

 

 داریم:  (8)و  (7معادلات )از  

k p k p k p k p

k p

k p k p

k p k p k p k p k p

k p k p

T T

k p k p k p k p k p k p k p k p k p

k p k p

k p k p k

f x d Q x d
r

w

f x c w Q x d

w

f x c w f x w d d B d

w

c w











 

    



β

β

β

T

p k p k p k p k p

k p k p

w d B d

w

c

β

β

 

1شدن از کلیت مساله فرض کنید بدون کم

2

1 c

1 c





βبنابراین .k p

r c


، در نتیجهk p k p
 

  
 وk p

x S
 

 که مخالف

 بنابراین اثبات کامل است. باشد.فرض خلف می

(6) T

k p k p k p k p k p k p k p
f x d f x c w d c w 

(
7
) 

k p k p l k p k p k p
f x d f x c w 

(
8
) 

k p

k p k p k p k p k p k p k p

B

Q x Q x d w w
M


  .γ β 
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. فرض کنید2 لم
k

x  یتم دنباله تولید شده توسط دنباله  صورتاینباشد. در  2الگور
  l k

f x .نانزولی و همگراست 
mبا توجه به تعریف اثبات. k،  :داریمm k m k  ، :بنابراین 

 
 
 

kبرای مقایسه
f x

 وl k
f x،  با توجه به شرط نسبت

k
r c، فرض کنید نقطه آزمایشی

k k
x d  مورد

 بنابراین  ،قبول واقع شده است

    

   
k

.r
, ,

l k k k

k k k

f x f x d
c

Q x Q x d

 
 


2 

که جاییآناز    k k k
Q x Q x d  و

k k k
x x d


 ، :بنابراین داریم 

 
 
 
 
 

در نتیجه
    kl k

f x f x


 دهدنتیجه می (9رابطه )و  بوده k l kl
ff x x


 که  جاییآن. از

    l
f x f x، بنابراین برای هرk،

  l k
f x Lرو دنباله این . از

   l k
f x  بودهکراندار و نزولی، 

 نتیجه همگراست.در
 

فرض کنید .3 لم
k

x  یتم دنباله تولید شده توسط   گاهآن ،باشد 2الگور

kl k
k k

f x f x . 

 با توجه به چگونگی قبول نقطه آزمایشی اثبات.
k k

x d به عنوان 
k

x
1

با  ،داشتیم 2 لمو همانند آنچه در اثبات  ،

با  kجایگذاری اندیس l k  داریم:  ،(10رابطه )در 

l k l k lk kl k ll
f x f x c Q x Q x d 

که دنباله جاییآناز 
  l k

f x بنابراین  ،همگراست 
 
 
 
 
 

 داریم: (5)و  (4های )رابطهباتوجه به  ،از طرف دیگر

(9) l k k j
j m k

k j
j m k

l k k

f

f f x

f x

f x

x

x
 

(
1
0
) 

k k k kl k
f x f x c Q x Q x d 

(
1
1
) 

  .
l k l k l k

Q x Q x d
k
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 دهند:نتیجه می (12)و  (11بط )ارو 

l k
k

                        یا
l k

k
w 

lاگر k
  زمانی کهk  و باتوجه به اینکه

l k l k
d ، توان نتیجه گرفت:بنابراین می 

l k
k

d 

اگر ،در حالت دیگر
l k

w  زمانی کهk ، بنابراینk  وجود دارد کهl ( k )-1 l ( k )-1w  δ برای هرk k  با توجه به .

یتمدر  3 روند گام l،2 الگور k
 داریم: ،. بنابراین مشابه آنچه در بالا گفته شد 

 

lفرض کنید ،(1986 ،مرجع )گریپو و همکارانمشابه  ،حال  k l k M  دهیم رابطه زیر برای. با استقرا نشان می j  و 
k j  :برقرار است 

 

jبرای =1،  جاییآناز     l k l k،  دهد. حال فرض کنیم براییرا نتیجه م (14)معادله به سادگی  (13)معادلهj 
jقرا کافی است برایتبرای اثبات اس ،قرار است بر (14رابطه )مفروض    رابطه نشان داده شود. با استفاده از ( 14رابطه )درستی  ،1

kبرای  (10) l k j  ، :داریم 

l l k j l k j l k j l k j l k j
f x f x c Q x Q x d 

جاییآناز      l k l k،  از همگرایی دنباله
  

l k

f x توان نتیجه گرفت که طرف چپ نامساوی بالا صفر است.می 

 دهد:رابطه بالا نتیجه می ،(13)معادله به  (11معادله )با استفاده از تکنیک تبدیل  ،بنابراین

l k jk
d 

kبرای هر( 14معادله ) ،بنابراین  j  وj  قرار است. در نتیجه   بر
l k j l k j

x x
  

 ،  همچنین با توجه به پیوسته
 داریم: fشیتز موضعی بودن تابعلیپ

 

 

 

(
1
2
) 

l k

l k l k l k l k l k

B

w
Q x Q x d w

M
γ 

(13) 
l k

d 

(14) l k j
k

d 
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 داریم: ،kبرای هر ،از طرف دیگر

 ،بنابراین
k l kk

x x




  شیتز بودن تابعباتوجه به پیوسته لیپ ،صورتاین. درf داریم: (15رابطه )و از 

k l kl kk k k

f x f x f x 

 بنابراین اثبات کامل است.

یتمدر اثبات همگرایی  یتمدهد که اگر ای دارد. قضیه زیر نشان میقضیه زیر اهمیت ویژه ،2 الگور در تعداد متناهی تکرار  2 الگور

kداریم:  گاهآن ،متوقف نشود
w  . 

 
kفرض کنید .4 قضیه

x  یتم دنباله تولید شده توسط  گاهآن ،باشد 2الگور

S
k

k
w



 

دنباله همگرای اثبات. 
k k S

f x


ی وجود دارد به طوری برا kو عدد مثبت فرض کنید  ،به برهان خلف را در نظر گیرید. 

kهر k که ،k S :است، داریم  

kبرای هر (5)و  (16) ،(4) ،(10) هایرابطهاز  S، :داریم 

 

 شود. بنابراینطرف چپ نامساوی برابر صفر می ،3 با توجه به لم

k kl k

B

k k
f Q

M

x f x c Q x x d

c 
ε

ε

 

 داریم : 1 لمشده در  افتاده و با توجه به اثبات انجامکاهش کافی در تابع هدف اتفاق  ،1لم طبق  ،بنابراین

r
  r .

β
 

(15) 
l k j l k j l k

k k k

f x f x f x j 

(16) 
k

w ε 

(17) k
k Sk

 

l k k

k l k l k j
j

x x d
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1بدون کم شدن از کلیت مساله فرض کنید درنتیجه 

2

1 c

1 c





βبنابراین .، r


،  در نتیجهk p k p

 
  

  رابطه که متناقض با

 شود.نادرست است و قضیه اثبات می (16)رابطه است. بنابراین فرض  (17)

یتم قضیه زیر خاصیت همگرایی سراسری    دهد.را نشان می 2الگور

یتم. 5 قضیه با  kیا در تکرار معین  2 الگور
k

v  شود و یا دنبالهمتوقف می 
k k

x


fبا  xبه نقطه حدی  x  همگرا
 گردد.می

یات صرف نظر ئرو از بیان جزاین از ،توان قضیه را اثبات کردمی ،(2015 ،همکارانو مشابه اثبات قضیه در مرجع ) اکبری  اثبات.
 کنیم.می

 
هیچ نقطه حدی از دنباله  .6 قضیه

k k
x


fموضعی تابع حداکثر  x  .نیست 

یات صرف نظر ئازین رو از بیان جز ،توان قضیه را اثبات کردمی ،(1986 ،مشابه اثبات قضیه در مرجع )گریپو و همکاران اثبات.
 کنیم.می

 نتایج عددی -5

و  2( و لوکسان2007و همکاران )  1سازی نامحدب و ناهموار ارایه شده در هارالاالگوریتم پیشنهادی روی مسایل بهینه ،بخش در این
 را به هاآن ،موجود است که ما در این مقاله FORTRANسازی این مسایل به زبان گیرد. پیاده( مورد بررسی قرار می2002همکاران )

هر مساله آزمایشی در هر نقطه مقدار تابع و یک زیرگرادیان تابع در آن نقطه  ،ایم. در این مسایلبازنویسی کرده MATLABزبان 
 توان به این مراجع مراجعه کرد.برای مطالعه بیشتر می ،ول مسایل آزمایشی در مراجع ذکر شده موجود استشود. فرمبرگردانده می

 کارایی الگوریتم پیشنهادی ،سازی ناهموار هستند. در این بخشمسایل استاندارد آزمایشی در بهینه ،این مسایل ،لازم به ذکر است

Mازای به  الگوریتم پیشنهادی در حالت  ،ذکر شد 3گیرد. همان طور که در بخش مورد آزمایش قرار میM ، 
پیاده سازی  MATLAB2019bها در محیط ( است. الگوریتم2015) ،همکاران همان الگوریتم ناحیه اعتماد ناهموار در اکبری و

به  ،لذا در این مقاله ،های دیگر مقایسه شده است( با روش2015همکاران ) ار در اکبری وشوند. الگوریتم ناحیه اعتماد ناهمومی
تعداد دفعات محاسبه ر د ،که هزینه اصلی برای این مسایل جاییآناز  پردازیم.های دیگر نمیمقایسه روش پیشنهادی با روش

شود. مسایل های مختلف تعداد دفعات محاسبه زیرگرادیان گزارش داده میMازایبهبرای مقایسه کارایی الگوریتم  ،زیرگرادیان است
باشد. لازم بعد مساله می n آورده شده است که در آن 1 جدولدر  هاآنهمراه مقدار بهینه به 1000و  100 ،10مورد آزمایش در ابعاد 
  ن مسایل نامحدب هستند.به ذکر است تمامی ای

 

 

 

 

 

                                                             

1 Haarala et al. 
2 Luksan et al. 
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ده نقطه  ،اند. علاوه براین نقاط آغازین برای هر مسالهمسایل آزمایشی دارای نفطه آغازین مفروض هستند که در مراجع ذکر شده
یتصادفی با توزیع نرمال در بازه صورتبه 

 
یک از این نقاط آغازین اجرا گردید. شده برای هرهای بیانتولید شد و الگوریتم 

برای هر مساله شده توسط الگوریتم پیشنهادی باشند. محاسبهبهینه مساله و جواب بهینه جواب  ،به ترتیب ،fو fفرض کنید
 اند:( مقداردهی اولیه شده2015همکاران )و پارامترهای الگوریتم پیشنهادی مشابه الگوریتم ناحیه اعتماد در اکبری 

3 4 4
max 1 1 Δ δ 1

3 4 2

10    Δ Δ 1 δ 10 ,  θ   θ .5,  c 10 ,

c          

  
       

  

ε σ

 

 اگر رابطه زیر برقرار باشد:

 “-”کند. نماد تعداد ارقام بامعنای جواب نهایی را تعیین می optشود. پارامتر گوییم مساله توسط الگوریتم حل می ،صورتاینبه  
زمانی که و یا  بیشتر گردد 00005تعداد تکرارهای الگوریتم از صورتی که درباشد. دهنده عدم حل مساله توسط الگوریتم مینشان

8
kδ 10


،  الگوریتم  ،برقرار باشد (18رابطه )اگر  ،گونه که در بالا ذکر شدهمانشود. اجرای الگوریتم متوقف می صورتایندر

تواند عدم تقریب دقیق نظر گرفت: دلیل اول میگوریتم درتوان دو دلیل اصلی برای عدم موفقیت المی صورتایندر غیر  ،موفق بوده
ε-بودن کوچک ،که به جواب بهینه همگرا شود. دلیل دومشود بدون آننتیجه شرط دوم پایان الگوریتم برقرار میزیرمشتق باشد که در

گام جستجوی
k

d زیرا ناپیوستگی گرادیان در نقاط زیادی  ،در این حالت مدل درجه دوم تقریب مناسبی برای تابع هدف نیست ،است
 گردد.قرار میبر 1خوبی انجام نشود و شرط پایانی شود که تقریب ماتریس هسی بهب میدهد و این امر سبرخ می

ی قرار ی حل شده را مورد بررسهاتا بتوان تعداد مساله ،گیردهای الگوریتم در حل مساله مورد بررسی قرار میدر ابتدا تعداد موفقیت
به ذکر گزارش شده است. لازم 2جدول در  ،شوندحل می optو پارامتر Mازایبهداد. تعداد مسایلی که توسط الگوریتم پیشنهادی 

 نظردر ،اند( معرفی شده2002( و لوکسان و همکاران ) 2007نقطه آغازین همان که در هارالا و همکاران )  ،2جدول است در 
 گرفته شده است.

 
 
 
 
 

 .های آزمایشی و جواب بهینه هر مسالهمساله-1جدول 
Table 1- Test problems and their optimum values. 

 n=1000ازایمقدار بهینه به مساله شماره

1 MAXQ 0 

2 MAXHILB 0 

3 LQ −1.41279e+003 

4 CB3I 1998 

5 CB3II 1998 

6 problem 2 from TEST29 0 

7 problem 5 from TEST29 0 

8 problem 6 from TEST29 0 

9 
problem 11 from 

TEST29 

1.20312e+004 

10 
problem 13 from 

TEST29 

5.66131e+002 

(18) 
f f

opt
f

 



 

 

 

 217

 
 

اح
ش ن

رو
 یه

جد
ماد 

اعت
م یبرا ید

مم
ینی

زی
سا

 
ع پ

تاب
سته

یو
ل 

یپ
یتز

ش
 

ضع
مو

ی
 

 

 

 

 

 

 

Mحالت ،2 جدولا توجه به ب  ها حل زیرا تعداد مسایل بیشتری را نسبت به سایر حالت ،ترین انتخاب هستمناسب
nبرای کند.می  الگوریتم برای ،یابدولی زمانی که بعد مساله افزایش می ،ها تقریبا مشابه استملکرد الگوریتمعM ، 

توان کند. بنابراین میها حل میمسایل کمتری را نسبت به سایر حالت ،ناحیه اعتماد ناهموار کلاسیک است که همان الگوریتم
. نسبت تعداد ناحیه اعتماد ناهموار کلاسیک برای مسایل نامحدب کاراتر است نتیجه گرفت که روش پیشنهادی نسبت به روش

Mزیرگرادیان برای حل مساله در حالت  محاسبه  به حالتM   آورده شده است. زیرا این نسبت افزایش  3جدول در
مطابق  ،ها نتواند مساله را حل کندصورتی که تنها یکی از روشدهد. دریزان بهبود جواب نشان میهزینه محاسباتی را در م

Mشود که در ابعاد بالا و در حالت تعداد تکرارهای موفق روش گزارش شده است. مشاهده می ،2 جدول ، برخی از 

Mمسایل با تعداد محاسبه زیرگرادیان بسیار کمتری حل شد. در بقیه مسایل تفاوت قابل توجهی با حالت  ولی  ،وجود ندارد
 باشد.این نکته قابل اغماض می ،کندکه روش پیشنهادی تعداد بیشتری از مسایل را حل میبا توجه به این

 .M=2 به حالت  M=0 نسبت تعداد محاسبه زیرگرادیان در حالت  -3جدول 
 Table 3 – The ration of the number of sugradient evaluations in the case M=0 in the case M=2. 

 

 

 

 

 

 

nی آغازین تصادفی در ابعاد اجرا با ده نقطه ازایبهبه ترتیب نتایج الگوریتم  ، (6)-(4) اولجددر    نشان داده شده
به زیرگرادیان گزارش شده است. ها و میانگین تعداد دفعات محاستعداد موفقیتهای مختلف Mازایبه ،هااست. هر ستون از جدول

Mازای به ، نامحدب هستند و بنابر انتظاری  ،ها دارد. مسایل انتخاب شدهنظر عددی و تعداد موفقیتالگوریتم بهترین نتایج را از
M ازایبهاین الگوریتم  ،که داریم  نتایج بهتری را نسبت بهM  مقدار  ،شدن میزان کاهشبدست آورده است. به علت بزرگ

ایجاد محدودیت در  دلیلبهچنین دست نیامد. همهنتایج بهتری ب ،ترهای بزرگM ازایبهبنابراین  ،یابدتابع در هر تکرار کاهش می
تواند جواب بهینه را الگوریتم می ،الگوریتم نتوانست موفق به حل مساله گردد. در صورت افزایش تعداد تکرارهای مجاز ،تعداد تکرارها

 بر بود.بسیار زمان فرآینداین  ،محاسبه کند که با توجه به سخت افزاری که در دست بود

 

 

 

 .شده است  هاآنداده شده موفق به حل  optو  M ازایبهمسایلی که الگوریتم  تعداد -2جدول 
Table 2- Number of test problems that the proposed algorithm is solved for different M and opt. 

 
 

 
n=10 

   

n=100 

 

 
 

n=1000 

 
 

M  4-opt=10 5-opt=10  4-opt=10 5-opt=10  4-opt=10 5-opt=10 
0  9 7  6 4  5 5 

2  9 8  9 6  7 6 

5  8 6  6 3  4 5 

10  9 7  6 4  7 5 

 n=10 n=100 n=1000 مساله

1 1.34 1.01 1 

2 1.62 1.78 - 

3 1.86 0.77 0.86 

4 0.55 2366 3102 

5 7.99 1.36 78888 

6 2.57 1.15 1.44 

7 31.27 43140 - 

8 0.07 0.079 0.079 

9 - - 1.64 

10 0.001 - - 
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 .n=10 ازایبهنتایج اجرای الگوریتم  -4جدول 
Table 5- The resuts of implementation of algorithm for n=10. 

  M=10   M=5 
  M=2   M=0  

 مساله 
میانگین  

محاسبه 
 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

میانگین  
محاسبه 

 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

میانگین  
محاسبه 

 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

میانگین  
محاسبه 

 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

1  1321.71 7  1307.13 8  1303.8 10  1298.56 9 

2  1398.86 7  1515.88 8  1513.4 10  1507.89 9 

3  2978.71 7  2998.13 8  2750.7 10  2880.89 9 

4  1631.29 7  1773.5 8  1867.5 10  1750.78 9 

5  1332.14 3  1201.38 4  1175.7 6  1259.22 5 

6  13.8 7  1306.25 8  1289.7 10  1295.22 9 

7  4715.57 7  4599.88 8  4387.6 10  4475.44 9 

8  14375.43 7  14678.75 8  12284.3 10  13059.56 9 

9  1616.14 3  1762.38 3  1455.3 4  1573.78 3 

10  45889.43 0  46403.63 0  40067.5 0  42438.11 0 

 .n=100 ازاینتایج اجرای الگوریتم به -5جدول 
Table 5- The resuts of implementation of algorithm for n=100.    

  M=10   M=5 
  

M=2 
  

M=0  

 مساله 
میانگین  

محاسبه 
 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

میانگین  
محاسبه 

 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

میانگین  
محاسبه 

 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

میانگین  
محاسبه 

 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

1  1258 7  12840.13 8  12833.4 10  12812.22 9 

2  3988.14 7  3814.5 8  3825.3 10  3790 9 

3  25575.71 7  24531.63 8  25943.9 10  25494.11 9 

4  18236.86 7  18669.88 8  17981.2 10  19642 9 

5  890 7  891.75 8  2139.4 10  2305.22 9 

6  12826.14 7  12823.63 8  12830.5 10  12844.11 9 

7  15133.86 5  14981.75 6  14223.6 7  14124.67 6 

8  11801 7  1248.75 8  13690.7 10  13465.33 9 

9  27954.71 4  30711.13 4  32235.1 5  31371.11 5 

10  41489.86 -  40860.38 -  41859.1 -  41876.22 - 
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 گیریبحث و نتیجه -6

 سازی ناهموار نامحدب ارایه شد. در اینبرای حل مساله بهینه غیریکنواخت ناحیه اعتماد ناهموار برای اولین بار روش ،در این مقاله

سپس بعد از حل زیرمساله ناحیه  ،زیردیفرانسیل تعریف شدهابتدا مدل درجه دوم با استفاده از یکی از عناصر مجموعه ،روش
شود. نشان داده شد که الگوریتم خوش تعریف بوده گرفته می کارهبرای پذیرش جواب آزمایشی فرمول تست نسبت جدیدی ب ،اعتماد

الگوریتم پیشنهادی با  ،افتد و همچنین اثبات شد که الگوریتم دارای خاصیت همگرایی سراسری است. در پایانر نمییعنی در دو
دست هسازی ناهموار نامحدب مورد مقایسه قرار گرفت. از نتایج بالگوریتم ناحیه اعتماد ناهموار کلاسیک روی برخی مسایل بهینه

 م پیشنهادی بر الگوریتم ناحیه اعتماد ناهموار کلاسیک برتری دارد. توان نتیجه گرفت که الگوریتمی ،آمده

ارایه و  غیریکنواختشود که مدل درجه دوم تقریبی جدیدی از تابع هدف توسط الگوریتم جستجوی خطی کارهای آتی سعی می در
تر از الگوریتم ناحیه کارا ،مدل جدید ریتم پیشنهادی باشود که الگوالگوریتم ناحیه اعتماد روی این مدل اجرا شود. حدس زده می

 باشد.اعتماد ناهموار و الگوریتم پیشنهادی در این مقاله می
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 .n=10 ازاینتایج اجرای الگوریتم به -6جدول 
 Table 6- The resuts of implementation of algorithm for n=1000.    

  M=10   M=5 
  M=2   M=0  

 مساله 
میانگین  

محاسبه 
 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

میانگین  
محاسبه 

 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

میانگین  
محاسبه 

 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

میانگین  
محاسبه 

 زیرگرادیان

تعداد 
 هاموفقیت

1  5006.71 7  50006.25 8  50006.3 10  50006 9 

2  8301.86 6  8237.88 7  8217.2 9  83331 8 

3  50017.86 7  46583.38 8  47005.3 10  46963.56 9 

4  31912.29 5  34175 5  33084.6 7  31204.89 6 

5  8435.71 6  7592.75 7  6501.3 9  7007.22 8 

6  5006.8 7  50007.5 8  50007 10  50006.78 9 

7  36676 -  36581.5 -  36269.5 -  41054.33 - 

8  12679 7  11873.25 8  11630.5 10  12605.56 9 

9  5005.71 -  50006 -  50005.5 -  50006 - 

10  28985.33 -  31347 -  32671.17 -  35080.4 - 
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