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 هچکید

 متجانس یریگمیتصم یاز واحد ها یامجموعه ینسب ییکارا یریگاندازه یبرا کردیرو کیها داده یپوشش لیتحل در

در محیط  تراکم یریگاندازه ی. براباشدمیو اقتصاد  هاتحلیل پوششی دادهدر  مهم میاز مفاه یکنیز ی تراکماست. 

 یریگاندازه جهت دیجد کردیرو کی یمقاله معرف نیپیشنهاد شده است. هدف از ا های متعددو روش هامدل نادقیق،

بر تشخیص تراکم  یاز مدلها در این مقاله. باشندای میبازهها که دادهبه طوری است  هاتحلیل پوششی دادهدر  تراکم

شده و برای واحدهای دارای تراکم، استفاده  ایریزی خطی بازهو برنامه شترکم یهاوزن باها یورود سهیاساس مقا

 نشان داده شده است. ییهامثال اب ایبازه یاهداده یارب یشنهادی. روش پای معرفی شده استتراکم بازه

 ..یابازه یزیرها، تراکم، برنامهداده یتحلیل پوشش :های کلیدیواژه       

             
   

 مقدمه -1

 یچند خروج ای کیتواند با کاهش یم یچند ورود ای کی شیکه افزا دهدیرخ ما زمانی هتراکم در تحلیل پوششی داده

)فار و در مورد تراکم توسط  قی(. تحق2000و همکاران،  کوپر) ی دیگرخروج ای یهمراه باشد، بدون بهبود هر گونه ورود

با توجه به  ی. آنها مدله استشد لیتکم گراسکفو  فارتوسط  1985و  1983 هایدر سال و آغاز شده( 1980اسونسون، 

کت و اتوسط کوپر و همکاران ارائه شد. بر 1996نیز درسال  یگرید کردیارائه کردند. رو هاداده یپوشش لیمفهوم تحل

تراکم  یریگاندازه یبرا هاتحلیل پوششی دادهبر  یمبتن هایی جدیدکردیرو هم( 2000( و کوپر و همکاران )1996همکاران )

بیشتر مورد توجه  ریموضوع وجود دارد، دو روش اخ نیقابل توجه در مورد ا اتیکه ادب ی. در حالاندرح نمودهطمرا  یودور

 نیاست. در ا (2010)نورا و همکارانروش ، تراکم یریاندازه گ یقابل توجه برا یهااز روش گرید یکیگرفته است.  قرار

-و برنامه (2015و همکاران، حسینی شترک)حاجیم یهاوزن باها یورود سهیبر اساس مقاتشخیص تراکم  یمقاله، از مدلها

 شود.میای معرفی شده و برای واحدهای دارای تراکم، تراکم بازهاستفاده ( 2005 ای)ونگ و همکاران،ریزی خطی بازه

 گیری و تحقیق در عملیاتنشریه تصمیم                      

  1398 زمستان(، 4، شماره )4دوره                                  

 هاداده یپوشش یلدر تحل یامحاسبه تراکم بازه یبرا یروش

  رپوفاطمه حکمت*،  یحسینعلیرضا حاجی
 گروه ریاضی، واحد زاهدان، دانشگاه آزاد اسلامی، زاهدان، ایران  
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 هاتراکم با استفاده از مجموعه مشترک وزن -2

دهد که افزایش یک یا هنگامی رخ می این مفهوم .داده هاستتراکم یکی از مفاهیم مهم علم اقتصاد و تحلیل پوششی 

چند ورودی باعث کاهش یک یا چند خروجی گردد و یا کاهش یک یا چند ورودی باعث افزایش یک یا چند خروجی 

حاصل گردد. بنابراین تراکم نوعی ناکارایی است و لازم است  تغییریها ها و خروجیدر سایر ورودی کهآنبدون  ،شود

شود هایی در جامعه میزیانمعین گردد. همچنین تراکم باعث نیز تعیین شده و میزان تراکم آنها  ،احدهای دارای تراکمو

های اخیر مورد ها گرفته شود. این موضوع در سالزیاندر مصرف و ... که باید جلوی این  زیانان در تولید، زیاز جمله 

میزان  تعیینگیری و های متعددی برای اندازهو روشها ر گرفته است. مدلدانان و اقتصاددانان قراتوجه زیاد ریاضی

( برای 2012ابتدا مجموعه وزن مشترک نورا و همکاران) جااین گیرنده ارائه شده است. درتراکم در واحدهای تصمیم

به تراکم با استفاده ( روش محاس2010شود. سپس با استفاده از روش نورا و همکاران برای تراکم)آورده می BCCمدل 

 گردد.( مطرح می2015حسینی و همکاران، ها)حاجیاز مجموعه مشترک وزن

 sورودی و  mبا  𝐷𝑀𝑈𝒐باشد. کارایی در ماهیت خروجی می BCC، مدل مضربی DEAهای ترین مدلیکی از معروف

 شود.( ارزیابی می1خروجی به وسیله این مدل به صورت زیر )مدل 

 

𝑢𝑡 = (𝑢1, … , 𝑢𝑠),𝑣𝑡 = (𝑣1, … , 𝑣𝑚) گیرنده مسأله بوده و متغیرهای تصمیم𝑦𝑗
𝑡 = (𝑦1𝑗 , … , 𝑦𝑠𝑗)𝑥𝑗

𝑡 = (𝑥1𝑗 , … , 𝑥𝑚𝑗), 

𝐷𝑀𝑈𝑗(𝑗روجی ورودی و خبردارهای  = 1,… , 𝑛)  باشد. اگر جواب بهینه مدل بالا برابر یک باشد می𝐷𝑀𝑈𝑜  کاراست

 باشد.( می2) ( به صورت1ریزی خطی معادل مدل )در غیر اینصورت ناکاراست. مدل برنامه

 گیرندهتصمیمباشد واحد  کوچکتر مقید دو چپ سمت (، هر اندازه2شود در ناحیه شدنی مدل )طور که مشاهده میهمان

𝑣𝑡𝑥𝑗پس هنگامی که  .شودمی داده ترجیح بیشتر + 𝑣𝑜 − 𝑢
𝑡𝑦𝑗  (𝑗 = 1,… , 𝑛)  مینیمم شود، بهترین وزن به دست خواهد

𝑣𝑡𝑥𝑗توان ( می2آمد. بنابراین به جای حل مدل ) + 𝑣𝑜 − 𝑢
𝑡𝑦𝑗  (𝑗 = 1,… , 𝑛) قبل کمینه نمود به  ناحیه شدنی را با همان

 آید.های مشترک به دست میخطی چند هدفه ذیل جهت مشخص شدن مجموعه وزن ریزیطوری که برنامه

 

 

 

 𝑚𝑖𝑛         
𝑣𝑡𝑥𝑜 + 𝑣0

𝑢𝑡𝑦𝑜
 , 

 𝑠. 𝑡.          
𝑣𝑡𝑥𝑗 + 𝑣0

𝑢𝑡𝑦𝑗
 ≤ 1          𝑗 = 1, … , 𝑛, 

(1) 𝑢𝑡 ≥ 1𝜀, 

 𝑣𝑡 ≥ 1𝜀. 

 𝑚𝑖𝑛        𝑣𝑡𝑥𝑜 + 𝑣𝑜 

  𝑠. 𝑡.        𝑢𝑡𝑦𝑜 = 1,  

(2) 𝑣𝑡𝑥𝑗 + 𝑣𝑜 − 𝑢
𝑡𝑦𝑗 ≥ 0       𝑗 = 1,… , 𝑛, 

 𝑣𝑡 ≥ 1𝑚𝜀,     𝑢
𝑡 ≥ 1𝑠𝜀. 
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خطی  ریزیبرنامه بنابراین. شودبرابر با یک استفاده می های وزن با شده دار وزن مجموع روش از (3حل مدل ) برای

 آید.به دست می زیر

,∗u)حال اگر  v∗, v0
∗)t  جواب بهینه مدل فوق باشد؛ مقدار کاراییDMUj  به صورتφj

∗ =
v∗xj+v0

∗

u∗yj
ود و در شتعریف می 

𝜑𝑗تی که صور
∗ =  کاراست. 𝐷𝑀𝑈𝑗آنگاه  1

 گردد.به صورت زیر تعریف می E( برای تراکم مجموعه 2010) پس همانند روش نورا و همکاران

𝑥𝑖را با  Eدر مجموعه  بیشترین مقدار ورودی برای هر مؤلفه
 شود.نشان داده می  ∗

 (.2015حسینی و همکاران، )حاجی برای تراکم ارائه شده است( و ملاحظات اخیر تعریف زیر 4وجه به مدل )تبا 

 ( شرایط زیر صادق باشد:4از مدل ) 𝐷𝑀𝑈𝑜افتد اگر برای هر جواب بهینه اتفاق می DMUoتراکم در  -1تعریف 

 𝜑𝑜
∗ > 𝑥𝑖𝑜  وجود داشته باشد که  𝐷𝑀𝑈𝑜رودی از و حداقل یک و1 > 𝑥𝑖

∗ ،i=1, …, m.  

𝑠𝑖با  𝐷𝑀𝑈𝑜امین ورودی -iمقدار تراکم در 
𝑐´ شود ونشان داده می 

𝑠𝑖مجموع همه 
𝑐´  ها مقدار تراکمDMUo باشد.می 

𝑥𝑖𝑜  د در صورتی که ندار وجود DMUoتراکم در   ≤ 𝑥𝑖
𝑠𝑖یا ∗

𝑐´ =  .i=1, …, mبرای هر  0

در روش کوپر  DMUoحسینی و همکاران تراکم داشته باشد آنگاه با مقدار تراکم در روش حاجی DMUoاگر  -1قضیه 

 است.برابر 

 𝑚𝑖𝑛   {𝑣𝑡𝑥𝑗 + 𝑣𝑜 − 𝑢
𝑡𝑦𝑗  ;   𝑗 = 1,… , 𝑛}, 

 𝑠. 𝑡.     𝑣𝑡𝑥𝑗 + 𝑣𝑜 − 𝑢
𝑡𝑦𝑗 ≥ 0,   𝑗 = 1, … , 𝑛, 

(3) 𝑢𝑡 ≥ 1𝑠𝜀, 

 𝑣𝑡 ≥ 1𝑚𝜀. 

 
𝑚𝑖𝑛     ∑(𝑣𝑡𝑥𝑗 + 𝑣𝑜 − 𝑢

𝑡𝑦𝑗).

𝑛

𝑗=1

 

 𝑠. 𝑡.        𝑣𝑡𝑥𝑗 + 𝑣𝑜 − 𝑢
𝑡𝑦𝑗 ≥ 0,         𝑗 = 1,… , 𝑛, 

(4)  𝑢𝑡 ≥ 1𝑠𝜀 

 𝑣𝑡 ≥ 1𝑚𝜀. 

(5) 𝐸 = {𝑗: 𝜑𝑗
∗ = 1} 

(6) xi
∗ = max

j∈E
   xij 

(7) si
c´ =   xio − xi

∗ 
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ام به -oگیرنده ( برای واحد تصمیم2002اران)ای کوپر و همکمدل تک مرحله مقدار تراکم به دست آمده از برهان:

 صورت زیر است

𝒔𝒊اخیر ودو معادله از مقایسه 
𝒄´ =   𝒙𝒊𝒐 − 𝒙𝒊

𝒔𝒊اثبات  گیریم که براینتیجه می ∗
𝒄´ = 𝒔𝒊

−𝒄∗ ( 9کافیست ثابت شود که رابطه) 

 است.برقرار

 ( به خلف گیریم که9برای اثبات رابطه )

 های زیر را داشته باشیم:تکند که یکی از حال( ایجاب می10رابطه )

𝐷𝑀𝑈𝑜   چون  ،(i تواند اتفاق بیفتد. با توجه بهنمی (iiیا  (iاینک ثابت خواهیم نمود که هیچ یک از روابط 
∗ ∈ 𝑇𝑣 یک ،

λ̅ر بردا ∈  ( به طوری که2010وجود دارد)نورا و همکاران،  [0,1]

 X∗ = ∑ λ̅j
n
j=1 Xj  و𝜑𝑜

∗𝑌𝑜 + 𝑆
+∗ = ∑ �̅�𝑗

𝑛
𝑗=1 𝑌𝑗  ورودی و خروجی بردار مجازی𝐷𝑀𝑈𝑜

 است و متناظراً داریم که ∗

 قید زیر را نیز داریم 𝑇𝑣علاوه بر این با توجه به مجموعه امکان تولید 

باشد که به صورت زیر ( می2002) ای کوپر و همکارانرحلهیود مدل تک متعدادی از ق (´𝑐)و  (´𝑏)، (´a)سه قید 

 شوند:بازنویسی می

 

 

(8) 𝑆𝑖
−𝑐∗ = 𝑥𝑖𝑜 −∑𝜆𝑗

∗𝑥𝑖𝑗 ,

𝑛

𝑗=1

             𝑖 = 1,… ,𝑚, 

(9) 𝑥𝑖
∗ =∑𝜆𝑗

∗𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

,                 𝑖 = 1,… ,𝑚, 

(10) 𝑥𝑖
∗ ≠∑𝜆𝑗

∗𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

,                𝑖 = 1,… ,𝑚, 

 𝑖)      𝑥𝑖
∗ >∑𝜆𝑗

∗𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

, 

 𝑖𝑖)      𝑥𝑖
∗ <∑𝜆𝑗

∗𝑥𝑖𝑗 ,

𝑛

𝑗=1

 

(𝑎´) 𝑥𝑖
∗ =∑ �̅�𝑗

𝑛

𝑗=1
𝑥𝑖𝑗,      𝑖 = 1,… ,𝑚, 

(𝑏´) 𝜑𝑜
∗𝑦𝑟𝑜 + 𝑠𝑟

+∗ =∑ �̅�𝑗
𝑛

𝑗=1
𝑦𝑟𝑗,         𝑟 = 1, … , 𝑠, 

(𝑐´) ∑ �̅�𝑗
𝑛

𝑗=1
= 1, 

   𝑥𝑖𝑜 − 𝑠𝑖
𝑐´
 

 
= 𝑥𝑖

∗ =∑ �̅�𝑗
𝑛

𝑗=1
𝑥𝑖𝑗 ,       𝑖 = 1,… ,𝑚, 

 ∑ �̅�𝑗
𝑛

𝑗=1
𝑦𝑟𝑗 = 𝜑𝑜

∗𝑦𝑟𝑜 + 𝑠𝑟
+∗,           𝑟 = 1,… , 𝑠, 

 ∑ �̅�𝑗
𝑛

𝑗=1
= 1, 

   𝑥𝑖𝑜 ≥ 𝑥𝑖
∗    =>  𝑠𝑖

𝑐´ ≥ 0. 
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,�̅�)ر واقع د 𝑠𝑖

𝑐´) ( است. بنابراین اگر شرط2002) ای کوپر و همکارانیک جواب شدنی از مدل تک مرحله i)  برقرار

 باشد داریم:

,λ̅)چون  si
c´) ( در ارزیابی 2002) ای کوپر و همکارانیک جواب شدنی از مدل تک مرحله𝐷𝑀𝑈𝑜 است پس رابطه   

∑ si
c´m

i=1 < ∑ si
−c∗m

i=1  در تناقض است با فرض بهینگی(𝜆∗, 𝑠𝑖
−𝑐∗)  بنابراین قیدi) اند درست باشد.تونمی 

𝑥𝑖 )  گیریمرا در نظر می (iiاینک رابطه 
∗ < ∑ 𝜆𝑗

∗𝑥𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1کنیم ( تعریف می𝑥𝑖𝑜 = ∑ 𝜆𝑗

∗𝑥𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1   و�̂�𝑟𝑜 = ∑ 𝜆𝑗

∗𝑦𝑟𝑗
𝑛
𝑗=1  پس

𝐷𝑀�̂� = (�̂�, �̂�)  روی مرز کارایی قرار دارد لذا𝐷𝑀�̂� ∈ 𝐸  و با توجه به خواص مجموعهE  :داریم𝑥𝑖
∗ ≥ 𝑥𝑖𝑜 =

∑ 𝜆𝑗
∗𝑥𝑖𝑗

𝑛
𝑗=1        𝑖 = 1, … ,𝑚         که متناقض رابطهii) .است 

 گردد. به عبارت دیگر ما داریم کهبرقرار نبوده و اثبات کامل می (iiو  (iهیچ یک از روابط بنابراین 

باشد با این برتری که این روش برای ( می2010) را و همکاران( شبیه روش نو2015) حسینی و همکارانروش حاجی

ای راین محاسبات به طور قابل ملاحظهکند. بنابریزی خطی حل میریزی خطی یک برنامهبرنامه nهمه واحدها به جای 

 نماید.تری از تراکم را فراهم میکاهش یافته، علاوه بر این دانش قابل فهم ساده

 ایزهتراکم بامحاسبه  -3

 n گیرنده با واحد تصمیمm شد.ای و به صورت زیر باها بازهورودی و خروجی در نظر بگیرید که داده 

 از یک هر جهت کار این برای. گردد تعیین  DMU هر در کارایی بازه باید ابتدا ای،بازه هایداده با تراکم گیریاندازه در

 و بدبینانه کارایی ،(2005) همکاران و ونگ توسط زیر شده معرفی مدل دو از استفاده با گیرندهتصمیم واحدهای

 .شودمی مشخص خوشبینانه

 

 

 

 
      𝑥𝑖

∗ >∑𝜆𝑗
∗𝑥𝑖𝑗 ,

𝑛

𝑗=1

       𝑖 = 1,… ,𝑚, 

 
  
∗(−1)
⇒      −𝑥𝑖

∗ < −∑𝜆𝑗
∗𝑥𝑖𝑗 ,

𝑛

𝑗=1

       𝑖 = 1,… ,𝑚, 

   
+  𝑥𝑖𝑜
⇒        𝑥𝑖𝑜 − 𝑥𝑖

∗ <   𝑥𝑖𝑜 −∑𝜆𝑗
∗𝑥𝑖𝑗,

𝑛

𝑗=1

       𝑖 = 1, … ,𝑚, 

 =>   𝑠𝑖
𝑐´ < 𝑠𝑖

−𝑐∗ ,    𝑖 = 1, … ,𝑚, 

 
=>    ∑𝑠𝑖

𝑐´

𝑚

𝑖=1

<∑𝑠𝑖
−𝑐∗

𝑚

𝑖=1

 

 xi
∗ =∑λj

∗xij

n

j=1

            i = 1, … ,m =>    si
−∗ = si

c´,      i = 1,… ,m,   

(11) 𝑥𝑖𝑗 ∈ [𝑥𝑖𝑗
𝐿 , 𝑥𝑖𝑗

𝑈] ,                𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 

(12) 𝑦𝑟𝑗 ∈ [𝑦𝑖𝑗
𝐿 , 𝑦𝑖𝑗

𝑈],                        𝑟 = 1,2,… , 𝑆, 
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 در نظر گرفته شده است که بیشترین ورودی و کمترین خروجی را دارد. ها DMUین حالت ارزیابی ر مدل زیر بدترد

,∗𝑢)حال اگر  𝑣∗, 𝑣0
∗)𝑡  جواب بهینه مدل فوق باشد؛  مقدار کارایی بدبینانهDMUj  به صورتφj

∗U =
v∗xj

U+v0
∗

u∗yj
L  تعریف

 .شودمی

در نظر گرفته شده است که کمترین ورودی و  ها DMUارزیابی ( نیز که در زیر آمده است، بهترین حالت 14در مدل )

 بیشترین خروجی را دارد.

,∗𝑢)حال اگر  𝑣∗, 𝑣0
∗)𝑡  جواب بهینه مدل فوق باشد؛ مقدار کارایی خوشبینانه𝐷𝑀𝑈𝑗  به صورت𝜑𝑗

∗𝐿 =
𝑣∗𝑥𝑗

𝐿+𝑣0
∗

𝑢∗𝑦𝑗
𝑈  تعریف

 .شودمی

را به صورت زیر تعریف  �́�( برای محاسبه تراکم، مجموعه 2010) ابه روش نورا و همکارانبعد از تعیین بازه کارایی، مش

 می شود.

�́� های بالا را شامل شود. به عبارت دیگربزرگترین مجموعه تأثیرگذاری است که ممکن است داده DMU ایی که شامل ه

ه طوری که مقدار احتمالی مرتبط با ای است ببهترین شرایط را دارند. اینک هدف تعیین تراکم بازههستند  Éمجموعه 

های هر بازه به دست آید. با توجه به این واقعیت که  DMUای مربوط به هر ترکیب آن از مقادیر ورودی و خروجی بازه

 𝜑 هایی با جواب DMUشرط لازم برای وجود تراکم ناکارایی است، پس در
∗𝐿 = 𝜑 

∗𝑢 = تراکم وجود ندارد. به عبارت  1

این حال ممکن است دهند. با در بهترین حالت خود قرار دارند اما تراکم را نشان نمی Éردر مجموعه مؤث DMUر دیگ

DMU یز ناکارا باشند. بنابراین تراکم برای ن هایی که در بدترین حالت خود قرار دارندDMU  هایی که در این حالت قرار

در مقایسه با  DMU ر محاسبه تراکم وجود کمترین مؤلفه ورودی یکترین حالت ممکن ددارند، وجود دارد. خوشبینانه

𝑥𝑖 نقرار دارد. علاوه بر ای Éهایی که در مجموعه  DMUؤلفه ورودی از بیشترین م
∗𝑈    را به صورت زیر تعریف می

 گردد.

 

 

 𝑥𝑖
∗ =∑ �̅�𝑗

𝑛

𝑗=1
𝑥𝑖𝑗 ,      𝑖 = 1,… ,𝑚, 

 𝑠. 𝑡.             𝑣𝑡𝑥𝑗
𝑈 + 𝑣𝑜 − 𝑢

𝑡𝑦𝑗
𝐿 ≥ 0,             𝑗 = 1,… , 𝑛, 

(13) 𝑢𝑡 ≥ 1𝑠𝜀, 

 𝑣𝑡 ≥ 1𝑚𝜀 

 𝑚𝑖𝑛            ∑(𝑣𝑡𝑥𝑗
𝐿 + 𝑣𝑜 − 𝑢

𝑡𝑦𝑗
𝑈𝑦𝑗)

𝑛

𝑗=1

 

 𝑠. 𝑡.             𝑣𝑡𝑥𝑗
𝐿 + 𝑣𝑜 − 𝑢

𝑡𝑦𝑗
𝑈 ≥ 0,              𝑗 = 1, … , 𝑛, 

(14) 𝑢𝑡 ≥ 1𝑠𝜀, 

 𝑣𝑡 ≥ 1𝑚𝜀, 

(15) �́� =  {𝐷𝑀𝑈𝑗|𝜑𝑗
∗𝐿 = 1}, 

(16) ∀ 𝑖 = 1,… ,𝑚  ∃𝑡𝑖     𝑠. 𝑡.    𝑥𝑡𝑖
𝑈 = 𝑥𝑖

∗𝑈 = 𝑚𝑎𝑥 {𝑥𝑖𝑗
𝑈|𝑗 ∈ �́�}, 
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های  DMUدر هر یک از با کمترین مؤلفه ورودی  DMUترین حالت ممکن، بیشترین مؤلفه ورودی یک در خوشبینانه

𝑥𝑖کارایی هستند(. مقایسه شده است )آنها در بهترین حالت  �́�مجموعه د در موجو
∗𝐿 آید.نیز به صورت زیر به دست می 

𝑆𝑖𝑜را که توسط  𝐷𝑀𝑈0از  i رین حد تراکم در ورودیتحال پایین
𝐶𝐿 :مشخص می شود به صورت زیر است 

𝑆𝑖𝑜گر اا
𝐶𝐿 >  ترین حالت صفر است.باشد، مقدار تراکم نشان داده شده است در غیر این صورت تراکم در پایین 0

𝑆𝑖𝑜با  i در ورودی 𝐷𝑀𝑈0علاوه بر این بالاترین حد تراکم 
𝐶𝑈 شود.شود و در این صورت تعریف مینشان داده می 

𝑆𝑖𝑜اگر 
𝐶𝑈 >  فر است.ن داده شده است در غیر این صورت تراکم در بالاترین حد صباشد، مقدار تراکم نشا 0

𝑆𝑜]بازه  -2قضیه 
𝐶𝐿, 𝑆𝑜

𝐶𝑈]  نشان دهنده حد بالا و پایین تراکم برای𝐷𝑀𝑈0 .هستند 

𝑆𝑖فرض کنید  اثبات )برهان خلف(:
−𝑐  مقدار تراکم𝐷𝑀𝑈0  درورودیi  می باشد به طوری که𝑆𝑖𝑜

−𝐶 < 𝑆𝑖𝑜𝐶𝑙 بنابراین وجود ،

𝐷�̅�𝑈ی کارایی که  𝐷�̅�𝑈دارد  ∈ �́�    و𝑆𝑖𝑜
−𝐶 = 𝑥𝑖𝑜

𝐿 − �̅�𝑖 :با توجه به فرض، روابط زیر را داریم 

𝐷�̅�𝑈ز آنجا که اا ∈ �́�  و این با تعریف𝑥𝑖
∗𝑈 .در تناقض است 

𝑆𝑖کنیم به طوری مشابه برای حد بالا فرض می
+𝑐 دهنده مقدار تراکم که نشانDMU0 ورودی  درi  است به طوری که

𝑆𝑖𝑜
+𝐶 > 𝑆𝑖𝑜

𝐶𝑈  پس وجود دارد𝐷�̃�𝑈 کارایی که 𝐷�̃�𝑈 ∈ �́�𝑆𝑖𝑜
+𝐶 = 𝑠𝑖𝑜

𝑈 = �̃�𝑖 توان نتیجه گرفت که:دله زیر میو  از معا 

𝐷�̅�𝑈از آنجایی که  ∈ �́�  و این با تعریف𝑥𝑖
∗𝐿  .بنابراین نشان داده شد که بازه در تناقض است[𝑆𝑜

𝐶𝐿, 𝑆𝑜
𝐶𝑈]  حد بالا و

 است. 𝐷𝑀𝑈0پایین برای تراکم 

 مثال عددی -4

 واحد تصمیم گیرنده با یک ورودی و یک خروجی(. 6های بازه ای در نظر بگیرید )جدول زیر را با داده -1مثال 

 .ایهای بازهداده -1جدول 

 

 

 

 

 

(17) ∀       𝑖 = 1, … ,𝑚  ∃𝑘𝑖    𝑠. 𝑡.    𝑥𝑘𝑖
𝐿 = 𝑥𝑖

∗𝐿 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑥𝑖𝑗
𝑙 |𝑗 ∈ �́�}, 

(18) 𝑆𝑖𝑜
𝐶𝐿 = 𝑥𝑖𝑜

𝐿 − 𝑥𝑖
∗𝑈 ,                 𝑖 = 1,… ,𝑚 

(19) 𝑆𝑖𝑜
𝐶𝑈 = 𝑥𝑖𝑜

𝑈 − 𝑥𝑖
∗𝐿 ,                 𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 

 𝑆𝑖𝑜
−𝐶 < 𝑆𝑖𝑜

𝐶𝐿 ⇒ 𝑥𝑖𝑜
𝐿 − �̅�𝑖 < 𝑥𝑖𝑜

𝐿 − 𝑥𝑖
∗𝑈 ⇒ �̅�𝑖 > 𝑥𝑖

∗𝑈 , 

 𝑆𝑖𝑜
+𝐶 < 𝑆𝑖𝑜

𝐶𝑈 ⇒ 𝑥𝑖𝑜
𝑈 − �̃�𝑖  > 𝑥𝑖𝑜

𝑈 − 𝑥𝑖
∗𝐿 ⇒ 𝑥𝑖

∗𝐿 > �̃�𝑖 , 

 𝒙 DMUدی وور yخروجی 

[1,3] [2,3] A 

[5,6] [4,6] B 

[6,8] [8,9] C 

[2,3] [7,10] D 
[5,7] [12,13] E 
[3,4] [14,15] F 
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 شود.را به صورت زیر تعریف می �́�(، مجموعه 14با توجه به مدل )

𝑥∗𝑈( دو مقدار 17( و )16توسط روابط ) = 𝑥∗𝐿و  13 =  آید.به دست می 2

 (𝑆𝐶𝑈)و بالاترین مقدار تراکم ممکن  (𝑆𝐶𝐿)ترین مقدار تراکم ممکن ( پایین19( و )18ستفاده از رابطه )سرانجام با ا

 آمده است. 2جدول محاسبه شده است که نتایج در 

 .1ای مثال تراکم بازه -2 جدول

 

 

 گیرینتیجه -5

 اساس بر تراکم تشخیص مدلهای از استفاده با مقاله، این در که است گرفته قرار توجه مورد کمتر ایبازه هایداده با تراکم

 معرفی ایبازه تراکم تراکم، دارای واحدهای برای ایبازه خطی ریزیبرنامه و مشترک هایوزن با هاورودی مقایسه

 خطی ریزیبرنامه n جای به بالا و پایین کران کارایی جهت واحدها همه برای که است این روش هایبرتری از .گردید

 فهم قابل دانش این بر علاوه یافته، کاهش ایملاحظه قابل طور به محاسبات بنابراین. کندمی حل خطی ریزیبرنامه یک

 .است نموده مطرح را ایبازه تراکم از تریساده
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 �́� = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐸}, 

F E D C B A DMU 

[1,13] [0,11] [0,8] [0,7] [0,4] [0,1] Interval Congestion 


