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 هچکید 
 شدهادهدباشد، توسعه با هزینه ثابت می ونقلحمل مسئلهتوزیع چند محصولی با هزینه ثابت که نوع خاصی از  مسئلهدر این مقاله، 

به  حمل مختلف باحالتبا هزینه مستقیم و ثابت حمل و  مبدأتوزیع چند محصولی با هزینه ثابت، محصولات از  مسئلهاست.  در 
کند که ین مییرها را طوری تعیتأمین تقاضای هر مشتری، مقدار حمل کالاها در این مس منظوربهشوند. این مدل، مقصدها ارسال می

زی ساافزارهای بهینهسخت است، نرم ایچندجملهاز نوع مسائل  مسئلهم و ثابت حمل کمینه شود. چون این یهای مستقمجموع هزینه
 های متوسط و بزرگ، روشه در انداز مسئلهحل  منظوربهچک و تا حدی متوسط هستند.  های کودر اندازه مسئلهقادر به حل این 

دهد که روش آزادسازی لاگرانژ با شکاف بهینگی، قادر به حل مسایلی کنیم. نتایج محاسباتی نشان میسازی لاگرانژ را پیشنهاد میآزاد
 است.  سازیبهینه هایافزارنرمتر در مقایسه با جواب حاصل از با ابعاد بالا

 سخت، آزادسازی لاگرانژ، هزینه ثابت.  ایچندجملهتوزیع چند محصولی، مسائل  مسئله :های کلیدیواژه 

 71/5/7331:پذیرش        73/4/7331اصلاح:         7/2/7331دریافت: 

 مقدمه -1

ا و هفناوری، بخصوص اطلاعات و افزایش تقاضاهای متنوع مشتریان، سازمان یزمینههای چشمگیر دربتی امروز، پیشرفتدر جهان رقا
ازی سهای مضاعف در پیادهاند که تلاشمدیران دریافته کهیطوربههای دولتی و خصوصی را با فضای کاملٌا متفاوت مواجه کرده است، شرکت

الا و ب یفیتباکمچنین تأمین تقاضاهای مشتریان در اسرع وقت، و ه یاثربخشها و رویکردهای نوین در جهت دستیابی به کارایی و روش
در  هانآهای خصوصی، دولتی و نظامی به توانایی هزینه کمتر، به نتایج و عملکرد ضعیفی منجر شده  است. از طرفی، موفقیت اکثر سازمان

همه در راستای دستیابی به اهداف و همچنین کارایی ها، همه و و شرکت مؤسسات روازاینمدیران است،  مدنظرهای مطلوب و ارائه خروجی
رقراری را یاری نماید. ب هاآناند که بتواند در این زمینه ها و راهکارهای نوینی افتادههای خود به فکر استفاده از روشلازم در فعالیت اثربخشیو 

که در مسیر توسعه فعالیت  هایییناکامشود که از مشکلات و ها باعث میها و سازمانتجاری شرکت شرکاارتباطات منسجم و هماهنگ بین 
ها برای تولید محصول نهایی و آید کاسته شود و این هماهنگی و همکاری بین شرکتمی به وجودو عرضه محصولات و خدمات به مشتریان 

رفت توان این نتیجه را گ، بنابراین میشودمیها و همچنین بهبود عملکرد شرکت یدهخدماتی آن به مشتری باعث تسریع فعالیت و عرضه
یریت پردازند. در مدهستند که با یکدیگر به رقابت می ینتأمهای بلکه زنجیره کنندینمرقابت  باهمتجاری  یهامارکو  هاشرکتکه امروزه، 

مجزا  صورتهبید و توزیع محصولات نهایی های مختلف نظیر خرید مواد و قطعات اولیه، تولسازی فعالیتتأمین به شیوه سنتی، بهینه یرهزنج
ای همدل کارگیریبهسازی و افزایش سرعت محاسبات، امکان های بهینهگیرد، اما در حال حاضر با پیشرفت روشصورت می درپیپیو 

صوصاً در دهه گذشته، به های یکپارچه، خمدل کارگیریبهسطوح مختلف زنجیره تأمین به وجود آمده است.  زمانهم ریزیبرنامهیکپارچه و 
دهی سریع به نیازهای مشتریان خود بودند، کمک شایانی های لجستیکی و پاسخدر هزینه گیرچشم جوییصرفههایی که در اندیشه شرکت

 نموده است.  

 گیری و تحقیق در عملیاتنشریه تصمیم                     

  9317 تابستان(، 2، شماره )3دوره                                  

 توزیع چند محصولی با هزینه ثابت   مسئلهلاگرانژ برای حل  آزادسازیروش 

 2، حامد انصوری سواری*  1علی محمودی راد

 ایران.  ،گروه ریاضی، دانشگاه آزاد اسلامی واحد مسجد سلیمان1
  ایران.گروه مهندسی صنایع، دانشگاه آزاد اسلامی واحد مسجد سلیمان، 2
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درصد  77تر از های لجستیک، سالانه بیشدهند؛ هزینههای کل تولید را تشکیل میلجستیک بخش مهمی از هزینه /های توزیعهزینه
 اندکردهاشاره( به این نکته 2111(.  اسکیگون و همکاران )7331است )توماس و گریفین،  متحدهیالاتااز تولید ناخالص ملی در 

توزیع از اهمیت حیاتی برای -شبکه تولید سازیینهبه روازاینهای تولید است؛ درصد از کل هزینه 31های لجستیک، که مقدار هزینه
 هایها از طریق طراحی شبکهدر هزینه یتوجهقابلهای لجستیک برخوردار است. بهبود کاهش هزینه منظوربهها و مؤسسات شرکت

 (. 7333است )مارتین و همکاران،  شدهگزارشدر زنجیره تأمین  سازییکپارچه /سازیینهبههای کاربردی موفق و برنامه

 مسئله هاآندادند. ابتدا  ارائهرا در شرایط فازی  چندهدفهچند محصولی و  یبعدسه ونقلحمل مسئله (2173کوندو و همکاران )
ها را فرموله کردند و سپس دو روش برای با ضرایب فازی برای تابع هدف و محدودیت چندهدفهچند محصولی و  یبعدسه ونقلحمل

مفهوم کمینه عدد فازی برای تابع  بر اساسروش دیگر  ریزی خطی فازی وبرنامه بر اساسحل آن پیشنهاد کردند: روش فازی زدایی 
ریزی فازی و روش معیار های برنامهدهد، همچنین تکنیکمقدار قطعی برای تابع هدف فازی نتیجه می یجابههدف که مقدار فازی را 

های با هزینه بعدیسه ونقللحم مسئله (2173زاده و همکاران )ملا علی قرار گرفت. مورداستفاده، چندهدفه مسائلجامع برای حل 
 سئلهمهای متغیر را عدد فازی مثلثی در نظر گرفتند و برای حل های ثابت و هزینههزینه هاآنثابت را در محیط فازی در نظر گرفتند. 

الگوریتم  (2173صانعی و همکاران ) تبرید و جستجوی همسایگی متغیر استفاده کردند. سازیشبیه فرا ابتکاریهای از الگوریتم
تم تنظیم پارامترها و عملگرهای الگوری منظوربهبا هزینه ثابت پیشنهاد دادند و  بعدیسه ونقلحمل مسئلهالکترومغناطیس را برای حل 

 سازی تبرید مقایسه کردند. همچنین این الگوریتم را با الگوریتم شبیه هاآناز روش طراحی آزمایش تاگوچی استفاده کردند. 

 لهمسئهدفه با هزینه ثابت را با در نظر گرفتن تمام پارامترهای موجود در چند بعدیسه ونقلحمل مسئله (2175همکاران ) پرامانیک و
های امکان و لزوم متناظرشان جایگزین شده و اندازهبندی و حل کردند. متغیرها و پارامترهای فازی با استفاده از از نوع فازی، فرمول

 مسئله (7331لینگو حل گردید. محمودی راد و همکاران ) افزارنرمیان کاهشی توسعه داده شد و توسط مدل حاصل با روش گراد
نظریه امکان فازی و تعریف اندازه اعتبار،  بر اساس هاآنتوسعه دادند.  2-با هزینه ثابت را با متغیرهای فازی نوع  بعدیسه ونقلحمل

های مشتریان را با عنوان های کل تشکیل دادند و نیازمندیرا با استفاده از ارزش در معرض ریسک هزینه مسئلهتابع هدف 
مقادیر قطعی  کاهش مقادیر بحرانی امکانی بهرا با روش  2-های فازی نوعکردند. همچنین متغیر یسازمدلهای اعتبار محدودیت

کردند.  روش  ارائهدر شرایط عدم قطعیت، مدل چند سطحی  بعدیسه ونقلحمل مسئله( برای 2171جلیل و همکاران )تبدیل کردند. 
ه به و طراحی شبک ونقلحمل مسئلهطراحی شبکه زنجیره تأمین،  مسئلهسازی مانند بهینه مسائللاگرانژ در حل بسیاری از  یآزادساز

روش  اگرچه(. 2171ی فتحیان و پسندیده، ؛ حیدر2171؛ صانعی و همکاران، 2171است )اردلان و همکاران،  شدهگرفتهکار 
، این شدهنجامااست، ولی بر اساس تحقیقات  شدهاستفادهای گسترده طوربهسازی ترکیباتی، بهینه مسائلآزادسازی لاگرانژ برای حل 

ع چند توزی سئلهمحل  منظوربهتوزیع چند محصولی با هزینه ثابت به کار گرفته نشده است. در این پژوهش  مسئلهروش برای حل 
 شود. محصولی با هزینه ثابت در ابعاد بالا از روش آزادسازی لاگرانژ استفاده می

چند محصولی با هزینه ثابت  ونقلحمل مسئلهگردد. در بخش دوم، مدل ریاضی ساختار مقاله به این شرح است که در ادامه بیان می
چند  ونقلحمل مسئلهگیرد. در بخش چهارم به حل قرار می وردبررسیمآورده شده است.  روش آزادسازی لاگرانژ در بخش سوم 

خش و در ب شده استاست. نتیجه محاسباتی  در بخش پنجم آورده  شدهپرداختهمحصولی با هزینه ثابت با روش آزادسازی لاگرانژ 
 پردازد. پیشنهادات می ارائهگیری و ششم به نتیجه

 چند محصولی با هزینه ثابت ونقلحمل مسئله -2

)گراف  , )G V E  را در نظر بگیرید کهV نوع اول، شامل است. شدهیلتشکی رئوس از دو نوع گره مجموعهM مبدأگره 
( 1,..., )i M  و نوع دوم شاملN  )گره مقصد )مشتری( 1,..., )j N  است وK نوع محصول( 1,..., )k K  وجود دارد که برای

)نوع متفاوت Lاز  هاآنحمل  1,..., )l L است  مبدأشود. هدف، برآورده کردن تمام تقاضاهای مشتریان در حالت حمل استفاده می
ره به گ مبدأ، برای حمل محصولات از یک گره مسئلهی ارتباط و مسیریابی محصول به حداقل برسد. در این کل هزینه کهطوریبه

ی ثابت است که برای هر یک از مسیرهای بین مبدأها و مقصدها وجود دارد و با ی اول هزینهمقصد، دو نوع هزینه وجود دارد. هزینه
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ijklf  ی ثابت برای حمل محصول شود. این هزینه، بیانگر هزینهداده مینشانk  مبدأام از گره i  به گره مقصدj   با استفاده ازl  امین
نشان داده  ijklvی متغیر حمل نام دارد که متناسب با مقدار کالای حمل شده است و با  ی دوم، هزینهاست. هزینه ونقلحملحالت 

امین حالت  lبا استفاده از  j به گره مقصد  i مبدأام از گره k ی متغیر برای حمل هر واحد محصول شود، این هزینه، بیانگر هزینهمی
شود. همچنیننشان داده می ijlcباشد که با ی حملی دارای یک ظرفیت حمل میاست. هر وسیله ونقلحمل

kw  موردنیازمقدار ظرفیت 
از )صانعی و  عبارت است مسئلهریزی عدد صحیح مختلط این باشد. در این صورت، مدل برنامهام می kیک واحد کالای  وسیلهبه

 (: 2173همکاران 

ikکه در آن jkM=min{s ,d کند. دسته یرا کمینه م ونقلحملم یثابت و مستق یهانهی( مجموع هز7. در مدل بالا، تابع هدف ){
ان یها را بتقاضا در مقصد یهاتی( محدود3ت )یکند. دسته محدودین میرا تضم مبدأت عرضه کالا در ی(، محدود2ت )یمحدود

ارسال کالا انتخاب  ی( براi,jر )یدهد که مسینان میکند، اطمیرا برقرار م𝑦𝑖𝑗𝑘𝑙 و 𝑋𝑖𝑗𝑘𝑙 ن ی( که ارتباط ب4) تیکند. دسته محدودیم
𝑋𝑖𝑗𝑘𝑙 که  ی( به شرط1ijklyشود )یعنییم > کند تعداد کالای ارسالی از ظرفیت وسایل ( بیان می5ودیت )باشد. دسته محد 0

 مسئله ییم و دودویتصم یرهایبودن متغ ینامنف یهاتیب، محدودی( به ترت1( و )1) یهاتی، دسته محدوددرنهایتحمل کمتر است، 
 هستند.

 روش آزادسازی لاگرانژ  -3

رد، گیصورت می یراحتبه سازیبهینههای افزارنرمهای کوچک و متوسط توسط ریزی عدد صحیح مختلط در اندازهبرنامه مسائلحل 
ها ارافزنرمهای حافظه، با این بسیار بزرگ، به دلیل محدودیت مسائلیابد. حل ، سرعت حل آن کاهش میمسئلهاما با افزایش اندازه 

 سائلم خصوصبهسازی مقید و مشکل، بهینه مسائلی حل های پرکاربرد برالاگرانژ، یکی از روش آزادسازیشود. روش دچار مشکل می
گرد ابداع شد، فروشنده دوره مسئلهحل  منظوربه( 7317ریزی عدد صحیح است. این روش که اولین بار توسط هلد و کارپ )برنامه

 کند. تر حل میساده مسئلهسازی مقید و مشکل را توسط یک بهینه مسئلههایی است که یک یکی از روش

ه ب هاآندر ضریبی به نام ضرایب لاگرانژ و افزودن  هاآنهای پیچیده و ضرب لاگرانژ، آزاد کردن محدودیت آزادسازیایده اصلی روش 
اصلی باشد. به ازای هر مقدار ثابت از ضرایب  مسئلهتر از حل ، آسانآزادشده مسئلهرود حل باشد. انتظار میمی مسئلهتابع هدف 

جواب از  هر دیگرعبارتبهسازی(؛ کمینه مسئلهاصلی خواهد بود )در  مسئله، کران پایینی برای آزادشده مسئلهنه لاگرانژ، جواب بهی
 لهمسئشدن ناحیه شدنی، حل  تربزرگدهد. به دلیل حذف برخی قیود و می ارائهاصلی  مسئلهیک کران برای جواب  آزادشده مسئله

رای اصلی، کران بالایی ب مسئلهشدنی بودن در  شرطبه آزادشده مسئلهاصلی خواهد بود. از طرفی، جواب  مسئلهتر از حل آسان آزادشده
سازی(. برای این منظور، معمولٌا یک الگوریتم ابتکاری برای ساختن جواب شدنی )کران بالا( از جواب کمینه مسئلهآن  خواهد بود )در 

آید می به دستاصلی  مسئله، کران پایین بهتری برای آزادشده مسئلهکردن کمینه حاصل از  شینهبا بی درنتیجهشود؛ کران پایین پیشنهاد می

 (7) 
 

1 1 1 1 1 1 1 1

       min
M N K L M N K L

ijkl ijkl ijkl ijkl

i j k l i j k l

Z f Y V X
       

   

 s.t.         
(2) ,i k 

1 1

N L

ijkl ik

j l

X S
 

 

(3) ,j k 
1 1

M L

ijkl jk

i l

X d
 

 

(4) , , ,i j k l ijkl ijklX M Y 

(5) , ,i j l 
1

K

k ijkl ijl

k

w X c


 

(1) , , ,i j k l 0ijklX  

(1) , , ,i j k l {0,1}ijklY  
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اصلی سوق داد. برای این منظور از روش زیر گرادیان برای  مسئلهتوان جواب حاصل را به سمت جواب و در یک فرآیند تکراری می
دوگان  ئلهمسزی تابع لاگرانژ با متغیرهای دوگان )ضرایب لاگرانژ( را سابیشینه مسئلهشود. دوگان لاگرانژی استفاده می مسئلهحل 

 نامند. لاگرانژی می

 لاگرانژ آزادسازیبا روش  مسئلهحل  -4 

کند، این را دشوار می مسئلههای شامل متغیرهای دودویی، حل متغیرهای صحیح، محدودیتریزی برنامه مسائلدر  طورکلیبه 
ها باید به تابع هدف انتقال داده ترین محدودیت، پیچیدهآزادشده مسئلهگویند. برای ساختن های پیچیده میها را محدودیتمحدودیت

های ( از دسته محدودیت4) ای در ابعاد بالا، محدودیتثابت مرحلهبا هزینه  ونقلحملشوند. بر اساس بررسی صورت گرفته از مدل 
0ijklاین محدودیت در ضریب لاگرانژ  ضرب کردنشوند. با های پیچیده انتخاب میمحدودیت عنوانبههست و  مسئلهسخت   

 خواهد بود:زیر  صورتبه آزادشدهلاگرانژ  مسئلهخواهد آمد. بنابراین  به دست آزادشدهلاگرانژ  مسئلهو افزودن آن به تابع هدف، 

های در محدودیت ijklyبالا باید حل شود. با توجه به اینکه متغیرهای  مسئلهاصلی،  مسئلهآوردن کران پایین برای  به دستجهت 

توان جمله ( وجود ندارد، لذا می77و )( 71) 
   


1 1 1 1

 
M N K L

ijkl ijkl ijkl
i j k l

f YM ( حذف کرد؛ 3را از تابع هدف )مسئله درنتیجه 

  شود:زیر تجزیه می صورتبه مسئلهلاگرانژ به دو زیر  آزادسازی

  :(P1) مسئلهزیر 

 

 

1 1 1 1 1 1 1 1

( )  min  
M N K L M N K L

LR ijkl ijkl ijkl ijkl

i j k l i j k l

OF f Y V X
       

    

 
1 1 1 1

ijkl ij

M N K L

ijkl

i j k l

klX M Y
   

    (9)  

     

1 1 1 1 1 1 1 1

    
N J K L N J K L

ijkl ijkl ijkl ijkl ijkl ijkl

i j k l i j k l

f Y V XM 
       

     

s.t.  

(71) ,i k 
1 1

N L

ijkl ik

j l

X S
 

 

(77) ,j k 
1 1

M L

ijkl jk

i l

X d
 

 

(72) , , ,i j k l 
1

K

k ijkl ijl

k

w X c


 

(73) , , ,i j k l 0ijklX  
(74) , , ,i j k l {0,1}ijklY  

 
   

   
1 1 1 1

1min   
M N K L

ijkl ijkl ijkl
i k l

P
j

V XOF     (P1): (51) 

s.t.  

1 1

N L

ijkl ik

j l

X S
 

                    
 

,i k 

(51) 

1 1

M L

ijkl jk

i l

X d
 

                            ,j k (51) 

0ijklX  , , ,i j k l (51) 
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  :(P2) مسئلهزیر 

به اصلی  با استفاده از رابطه زیر  مسئله( برای LBباشد، کران پایین ) هاآندار، متغیرها و عبارات بیانگر مقدار بهینه اگر شکل ستاره
 آید: می دست

*که 
1POF  و*

ijkx  مسئلهاز حل زیر (P1 که یک )مسئلهآیند. زیر می به دستخطی است  مسئله (P1 به دلیل خطی بودن )سادگیبه 

(، از یک الگوریتم ابتکاری که در زیر P2) مسئلهآوردن مقدار بهینه زیر  دستبه است. برای  حلقابلسازی های بهینهافزارنرمتوسط 
 کنیم.  شود، استفاده میپیشنهاد می

  مسئلهالگوریتم ابتکاری برای حل زیر  4-1 

   گیریم:در نظر میهای زیر را سازی است، حالتاز نوع کمینه مسئلهاین  کهینا(، با توجه به P2) مسئلهآوردن جواب بهینه  به دستبرای 

ijklبرای مقادیر منفی  :1حالت  ijklMf  مقدار بهینهijklyشود، یعنی برابر یک انتخاب می* 1ijkly . 

ijklبرای مقادیر مثبت  :2حالت  ijklMf  مقدار بهینهijklyشود، یعنیبرابر صفر انتخاب می*. 0ijkly  

 درنتیجه  
   

  *

1 1 1 1

*
2

M N K L

ijkl ijkl ijkl
i j k l

PO YMfF. 

 آورده شده است. 7( در شکل 7اصلی در الگوریتم ) مسئلهآوردن کران پایین برای  به دستبنابراین الگوریتم 

 اصلی. مسئلهالگوریتم پیدا کردن کران پایین برای  -1شکل                             

 شود که در بخش بعدی آمده است. (  استفاده میP2اصلی ) مسئله، برای تولید کران بالا برای 7توسط الگوریتم  یدشدهتولاز کران پایین 

 اصلی  مسئلهتولید کران بالا برای  4-2

شود. در موارد زیادی جواب کران پایین ممکن است در آید، برای محاسبه کران بالا استفاده میمی به دست 7الگوریتم  توسط که یجواب
تفاده از اصلی، با اس مسئلهآوردن یک جواب شدنی برای  به دستاصلی شدنی نباشد. در چنین مواردی باید روش ابتکاری برای  مسئله

 از:   اندعبارت مسئلههای نقض برای جواب تحت بررسی، حالت مسئلهداد. در  ارائهجواب حاصل از کران پایین، 

(P2):  
   

 
1 1 1

2
1

 min
M N K L

ijkl ijkl ijkP l
i j k l

OF Mf Y  (59) 

                       {0,1}ijkly                           , , ,i j k l  (21) 

(27)   * * *
1 2( )LR P PLB OF OF OF 

یتم  یتم کران پایین1الگور  : الگور
*آوردن جواب بهینه به دسترا جهت  (P1) مسئله. 7

ijklx  و مقدار تابع هدف بهینه*

1POF حل کنید . 
,. برای 2 , ,i j k l  :مراحل زیر را انجام دهید 
اگر  .7. 2     0ijkl ijklf M قرار دهید:   آنگاه* 1ijkly  :در غیر این صورت قرار دهید ،* 0ijkly  . 

 را محاسبه کنید، یعنی  (P2). مقدار تابع هدف بهینه 3    

 *

1 1

2

*

1 1

M N K L

ijkl ijkl ijkl

i j l

P

k

OF Mf Y
   

  

 اصلی محاسبه کنید:  مسئلهکران پایین  عنوانبهلاگرانژ را  مسئله. مقدار تابع هدف 4
* * *

1 2( )LR P PLB OF OF OF   
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*اگر :1حالت  0ijkly   و* 0ijklx مبدأدهد که یک تعداد کالایی از باشد، معنی می i  به مقصدj ولی هزینه ثابتی  شدهفرستاده
 برای آن در نظر گرفته نشده است.   

*اگر :2حالت 1ijkly   و* 0ijklx مبدأدهد که هیچ کالایی از باشد، معنی می i  به مقصدj   فرستاده نشده ولی هزینه ثابتی برای
 است.    شدهگرفتهآن در نظر 

آوردن یک کران بالای شدنی، باید اصلاح شوند؛ برای این منظور یک الگوریتم ابتکاری در زیر پیشنهاد  به دستبرای  2و 7 یهاحالت
 شود. می

 

 

 

 

 اصلی. مسئلهالگوریتم پیدا کردن کران بالا برای  -2شکل

اصلی، یک کران بالا خواهد  مسئلهگردد، با انجام تغییراتی برای ، جوابی که از کران پایین حاصل می2با استفاده از الگوریتم  درنتیجه
 بود. 

 الگوریتم آزادسازی لاگرانژ 4-3

ر از مقدار های پایین و بالا کمتآید، اگر اختلاف بین کرانمی به دستاصلی  مسئلهکران بالا برای  درنتیجههر بار که یک کران پایین و  
شود. جواب بهینه معرفی می عنوانبه آمدهدستبهیابد و جواب ( باشد، الگوریتم خاتمه میگوییممی) شدهتعیینکوچک از پیش 

عروف، های مشوند که یکی از روش روزبهشود. در هر تکرار، ضرایب لاگرانژ باید یتم تا تکرار معینی اجرا میدر غیر این صورت، الگور
 شود:رابطه زیر محاسبه می وسیلهبه(. برای این منظور، یک طول گام برای هر تکرار 7317روش زیرگرادیان است )فیشر، 

که (0,2] شود، انتخاب میUB  تا این تکرار و  آمدهدستبهبهترین کران بالای( )iter iter
LROF  مسئلهمقدار تابع هدف بهینه از 

شود. معیار توقف نصف می است. همچنین اگر پس از چندین تکرار،  بهبودی در مقدار کران پایین صورت نگیرد، مقدار  آزادشده
ی، تحت بررس مسئلهلاگرانژ برای  آزادسازیلاگرانژ یکی از معیارهایی است که قبلٌا بیان شد. روند کلی روش  ازیآزادسبرای روش 

 آمده است. 3در الگوریتم 

 

 

یتم یتم کران بالا2الگور  : الگور
,. برای 7 , ,i j k l یر را انجام دهید:  مراحل ز 

*لاگرانژ، یعنی   مسئلهجواب  5. با استفاده از الگوریتم 5. 5     

ijklxو*

ijkly   آورید.  به دسترا 
*. اگر 2. 5      *0 & 0ijkl ijkly x  قرار دهید  آنگاه* 1ijkly  . 
*.  اگر 3. 5      *1 & 0ijkl ijkly x  قرار دهید  آنگاه* 0ijkly   . 

*. با استفاده از قرار دادن  2  

ijklx و*

ijkly  اصلی را محاسبه کنید،  مسئلهکران بالای  اصلی، مسئلهدر تابع هدف
 یعنی 

* *

1 1 1 1 1 1 1 1

  
M N K L M N K L

ijkl ijkl ijkl ijkl

i j k l i j k l

f Y V XUB
       

   

 


   




 2

1 1 1 1

( ( ))

( )

iter iter
iter LR
ijkl M N K L

iter iter
ijkl ijkl

i j k l

UB OF

x M y

 (22)  

1 ( )itet itet itet iter iter

ijkl ijkl ijkl ijkl ijklx M y       (23)  
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 ای.با هزینه ثابت مرحله ونقلحمل مسئلهلاگرانژ برای  آزادسازیالگوریتم کلی  -3شکل

 نتایج محاسباتی -5

 GAMS  افزارنرمکنیم. الگوریتم با پیشنهادی در قالب مثال عددی اجرا می مسئلهدر این بخش، الگوریتم آزادسازی لاگرانژ را برای 

 75همچنین اجرا شد.   RAM 12GBو   2.50GHZ یبا پردازنده Intel Icore i7مشخصاتکد شده و روی یک کامپیوتر با  23.5
 شوند:زیر محاسبه می صورتبه مسئلهها و متغیرهای است. تعداد محدودیت شدهگرفته در ابعاد مختلف در نظر مسئله

  از:  اندعبارتتعداد متغیرهای پیوسته  | | | | | | | |M N K L . 
  )از: اندعبارتتعداد متغیرهای صحیح )دودویی  | | | | | | | |M N K L  . 

 از:   اندعبارتها تعداد محدودیت            | | | | | | | | 3 | | | | | | | |M N K L M N K L. 

 است.  شدهدادهنشان  2و  7و مشخصات پارامترها در جدول  مسائلاندازه 

 41111111متغیر پیوسته،  41111111تحت بررسی شامل  مسئله(، 71 مسئلهاندازه )یعنی  ترینبزرگ، برای 7با توجه به جدول 
تحت بررسی چقدر برای حل شدن سخت است.  مسئلهآن است  دهدهننشانمحدودیت است که  41111111متغیر صحیح دودویی و 

300I ،لاگرانژ، تعداد تکرارها ) آزادسازیبا روش  مسئلهبرای حل   210 ،max 30I و  2  مسائل( در الگوریتم برای 
 است.  شدهاستفادهمختلف 

یتم  یتم آزاد3الگور  سازی لاگرانژ: الگور
0iter. شمارنده تکرار الگوریتم را انتخاب کنید )7  .) 
*لاگرانژ را انتخاب کنید ). مقدار ضرایب 2 0,iter   .) 
UB. مقدار کران بالا و کران پایین را  انتخاب کنید )3    0وLB  .) 
2را انتخاب کنید ) . مقدار 4  .) 

 ( را تعیین کنید. Iداد تکرارها ). بیشینه تع5

UB . تا زمانی که1 LB

UB



 مراحل زیر را تکرار کنید.  

)حل کرده و مقدار بهینه آن یعنی 7آزادشده لاگرانژ را با الگوریتم  مسئله. 7. 1     )iter

LROF   به دسترا 
 آورید. 

). اگر 2. 1     )iter iter

LROF LB  قرار دهید  آنگاه 
*( ),iter iter iter

LRLB OF    . 
 به دسترا  iterUBاصلی با مقدار تابع هدف مسئله،جواب شدنی برای 2الگوریتم . با استفاده از 3 .1    

 آورید. 
iterUBاگر   .4. 1     UB قرار دهید  آنگاه: iterUB UB . 

 کنید.  روزبهمقدار ضرایب لاگرانژ را با استفاده از روابط زیر  .5. 1     
  



   




 2

1 1 1 1

( ( , ))

( )

iter iter iter
iter LR
ijkl M N K L

iter iter
ijkl ijkl

i j k l

UB OF

x M y

 

,
1 1 1( ), max {0, }itet itet itet iter iter itet itet

ijkl ijkl ijkl ijkl ijkl ijkl ijklx M y          

                                     

2 دهیممیقرار  آنگاهبروز نشود(  تکرار متوالی، مقدار کران پایین 33. اگر )در 1. 1      . 

1iter . قرار دهید1 iter   بروید.  1و به گام 
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 آزمایشی. مسائلاندازه  -1جدول 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 مختلف. مسائلمشخصات پارامترها برای  -2جدول

 

 

 

 و زمان اجرای (Gapباشد، شکاف بهینگی ) شدهحل GAMSافزار نرمبا الگوریتم آزادسازی لاگرانژ و  مسئله هراندازهبا توجه به اینکه، 
 است.  شدهگزارش 3آن در جدول 

)، کران پایین 3در جدول  )LBکران بالا ،( )UB  است، همچنین  شدهدادهنشان  مسئلهاز  هراندازهو شکاف بهینگی
( )Gap UB LB UB افزارنرمتوان دریافت که . از این جدول می GAMS  به بعد نخواهد بود؛  1از شماره  مسئلهقادر به حل

اجرای بهتری از روش آزادسازی لاگرانژ دارد، ولی از  5تا  7 مسائلکند. همچنین برای بهینه حل می طوربهرا  5تا  7 مسائلکه درحالی
قادر به حل  GAMS افزارنرم کهدرحالیدهد؛ می شدهدادهبه بعد، روش آزادسازی لاگرانژ جواب خوبی با شکاف بهینگی  1شماره 

شود که زمان نتیجه می 3. همچنین از جدول دهدمیاجرای الگوریتم لاگرانژ را نشان  یبالاران کران پایین و ک 4نیست. شکل  هاآن
 یابد.  افزایش می مسئلهلاگرانژ با افزایش ابعاد  آزادسازیاجرای روش 

 

 

شماره 
| مسئله |M | |N | |K | |L 

تعداد  تعداد متغیرها
 صحیح  پیوسته هامحدودیت

1 5 11 2 2 211 211 456 
2 15 25 5 3 5425 5425 16245 
3 15 25 8 4 18111 18111 56623 
6 21 61 12 11 04111 04111 288021 
5 61 41 12 11 288111 288111 844521 
4 41 81 12 11 564111 564111 1632021 
6 41 81 21 15 1661111 1661111 6325111 
8 81 111 25 21 6111111 6111111 12118511 
0 111 111 25 21 5111111 5111111 15111511 

11 111 121 25 21 4111111 4111111 18112511 
11 121 151 25 21 0111111 0111111 26118511 
12 111 121 61 31 16611111 16611111 63213211 
13 181 211 25 21 18111111 18111111 56134511 
16 121 151 65 61 32611111 32611111 06210811 
15 181 211 35 31 36811111 36811111 113636151 
14 151 151 65 61 61511111 61511111 121526311 
16 211 211 61 31 68111111 68111111 166161211 

 مقادیر پارامترها پارامترها هااندیس  

 i M ia   20,  100U 

 j N jb   50,  200U 

  , i M j N ijf   100,  600U 

  , i M j N ijc   10,  100U 
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 .GAMS افزارنرماجرای روش آزادسازی لاگرانژ و جواب  -3جدول 

شماره 
 مسئله

 GAMS افزارنرماجرا با   اجرا با روش آزادسازی لاگرانژ 
 

 کران بالا  ن یکران پای
شکاف 
بهینگی 
 )درصد(

زمان اجرا 
 )ثانیه(

 
 مقدار تابع هدف 

شکاف 
 بهینگی 

زمان 
اجرا 

 )ثانیه( 

1  8.419 8.9 .1.0 7  8.9 . 4 
2  0...18 0..7 .100 70  0..7 . 4 
3  09.71. 0994 .189 040  090. . 4 
6  .487817 .9.07 .109 809  .4904 . 9 
5  .479910 ...74 718 .9.0  .49.0 . .9 
4  0899918 00.08 718 0..9  - - - 
6  70.9010 78..0 9 087.  - - - 
8  0..901. 008.914 .918 0.4.7  - - - 
0  09..010 0798.19 .. 0.00.  - - - 

11  0..0.91. 009444 ..18 0.4..  - - - 
11  49.79.14 9..899 .. ...70  - - - 
12  7.748918 9.900. ..18 748.9  - - - 
13  8.047419 ..0..7. .0 84.48  - - - 
16  ....8.019 .77.098 8 ..9804  - - - 
15  .99.9..19 0..9089 .018 .8704.  - - - 
14  0..48.010 00.9880 .018 0.8800  - - - 
16  04.79.017 074797. ..18 09.7.9  - - - 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اجرای الگوریتم لاگرانژ. یبالا کران پایین و کران  -4شکل 

 پیشنهادات ارائهو  گیرینتیجه -6

-NPز نوع ا مسئلهیک  مسئلهاین  کهییازآنجاگردید.  ارائهتوزیع چند محصولی با هزینه ثابت  مسئلهدر این پژوهش ابتدا مدلی برای 

Hard  های افزاررمناستفاده شد. نتایج مثال عددی نشان داد که  مسئلهلاگرانژ برای دستیابی به جواب  آزادسازیاست، از روش ابتکاری
ی، لاگرانژ با یک شکاف بهینگ آزادسازیروش  کهدرحالیتا ابعاد خاصی هستند؛  مسائلریزی عدد صحیح، تنها قادر به حل این برنامه

 از:  اندعبارتتوان برشمرد، یم یقات بعدیتحق یوضوعاتی که برابرخی از م ی است.قادر به حل ابعاد بالاتر
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  فرا ابتکاریهای تصادفی و سپس حل آن با روش صورتبهدر نظر گرفتن مقادیر تقاضا در مقصد  . 
  قایسه و م شاخه و قیمت ولف، شاخه و برش، -های تجزیه بندرز، تجزیه دنتزیگبا هزینه ثابت با استفاده از روش ونقلحمل مسئلهحل

 با روش شاخه و کران. هاآن
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