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 هچکید 

های استفاده از روش بدوضع، مسئله. با توجه به تعریف از بارزترین مسائل بدوضع در علوم کاربردی هستند سهموی مسائل معکوس
ه، شود. در این مقالهای بسیار بزرگی در جواب خروجی میعددی پایدار برای حل این دسته از مسائل، منجر به بروز خطا با اندازه

)تعیین عبارت منبع مجهول مسئله )g g t  معکوس سهموی با معادله مسئلهدر 

*( , ) ( , ) ( ) ( ),           ( , ) ,    ( , ),d
t fT x t T x t g t x x x t t       2 1 

)measure  به همراه شرط فوق اضافی , ) , , , ,i iT x t y i I 12 

d,که در آن شوددر نظر گرفته می 1 2 ،  تابع دلتای دیراک و( , )T g  با استفاده ، مجهول بوده و باید تعیین شود. در این مقاله توابع
چند  ،شود. در پایانمحاسبه می gمارکوارت، تقریبی از شبه جواب-سازی لونبرگکارگیری روش منظم از مدل اسپلاین آماری و به

 .دهندرا نشان می شدهارائهکارایی روش  ،شود. نتایج عددینتایج عددی استخراج می موردنظرنمونه عددی ارائه و با استفاده از روش 

 .معکوس سهموی منبع مجهول مسئلهمدل اسپلاین آماری،  :های کلیدیواژه

 77/2/7331 :پذیرش        22/4/7331اصلاح:         8/7/7331دریافت: 

 مقدمه -1

فیزیک و مهندسی، هیدرولوژی،  قبیلهای گوناگونی از معکوس با جمله منبع گرمایی مجهول در گرایش مسئلهسازی ریاضی یک مدل
؛ بک و 7331کلیولند،  ؛7381؛ ریناردی و نوهل، 7312)بیر،  شودو نظایر آن ظاهر می ونقلحملعلوم مواد، مسائل انتقال گرما، 

ری های حل بسیاو روش قرارگرفتهمسائل معکوس، موضوع بسیاری از مقالات های اخیر، در سال (.7387اف، ؛ واسیل7382همکاران، 
کالوکیشن -، سینک(5002)شیدفر و همکاران، توان به روش ترتیبی ها می. از میان این روششده استارائهبرای این دسته از معادلات 

)یانگ فوریه  منظم سازی، (5041)هوتالا و همکاران، ، عناصر متناهی (4221)اوی و اوناکا، ، عناصر مرزی (5002)شیدفر و همکاران، 
های عددی کمی برای حل تقریبی مسائل معکوس با اما تاکنون روش ؛اشاره کرد (5042ژا و لیو، )روش مولیفیکیشن و  (5040و فو، 

این دسته از مسائل را بررسی و با ارائه برخی  شبه جوابوجود  (5002) افهای عددی، حسندر کنار روش است. شدهارائهمنبع مجهول 
 این دسته از معادلات را مطرح و سپس اثبات کرده است. شبه جواب، قضایای وجود موردنیازشرایط 

)تعیین منبع گرمایی مجهول مسئلهدر این مقاله،  )g g t صورتبهمعکوس سهموی  مسئلهدر 

 

 

 گیری و تحقیق در عملیاتنشریه تصمیم                     

  9317 تابستان(، 2، شماره )3دوره                                  

مدل اسپلاین آماری در حل برخی مسائل معکوس سهموی با منبع کاربرد 

 مجهول

  *ذاکری یعل  ،امیر حسین صالحی شایگان

 .یرانتهران، ا ی،طوس ینالد یرخواجه نص یدانشگاه صنعت ی،کاربرد یاضیگروه ر

(4)  
 

*
( , ) ( , ) ( ) ( ),     ( , ) ,  

,

( , )

  ( , ),

( , ) ( ),

, ),

,

( ,,

d

t f
d

d

n

T x t T x t g t x x x t t

T

x t F x

x

t

f x x

xT

       

 



2 1
1
1

 

Jo
u

rn
al

 o
f 

D
ec

is
io

n
s 

an
d

 

  
  
O

p
er

at
io

n
al

 R
es

ea
rc

h
 



971 

 

      
 

میم
تص

ریه 
نش

دور
ت، 

ملیا
ر ع

ق د
حقی

 و ت
ری

گی
3ه 

اره 
شم

 ،
(2

ان 
بست

، تا
)

73
31

حه: 
صف

 ،
71

8
-

78
3

 

 

 با شرط فوق اضافی 

)در آنشود که در نظر گرفته می , )T g  مسئلهتعریف خود تعیین شود. در این  مجهول بوده که باید در دامنهتوابع ،وft  اعداد ثابت
]بردار یکه نرمال برونسوی، nمثبت معلوم، , ]d

 measurو 1
*

e ,, [ ]dxx  measuبه شرط شدهدادهاعداد ثابت ، 1
*

rex x .هستند 

)عبارت منبع کهدرصورتی )g g t  ،( به 4) مسئلهنامیم، در غیر این صورت، مستقیم می مسئله( را یک 4) مسئلهیک تابع معلوم باشد
)مستقیم  با نماد مسئلهشود. فرض کنید جواب معکوس نامیده می مسئله( یک 5همراه شرط فوق اضافی ) , ; )T x t g ؛نشان داده شود 

 ، لازم است معادله زیر حل شود:مسئلهآنگاه برای تعیین منبع مجهول با استفاده از شرط فوق اضافی 

 جایبهدر چنین حالتی  (.2001اف، حسن) پذیر نیستطور دقیق امکانهای تحلیلی و بهروش به ایمسئلهدر حالت کلی، حل چنین 
 آورند:می آمدهدستبهسازی زیر کمینه مسئلهشبه جواب آن را با حل  معمولاا حل معادله، 

)که در آن ), ftL )*(. اگر7311تیکونف و آرزنین، است ) قبولقابلهای مجموعه جواب 2 )S g جواب ، آنگاه شبه*g  
 کند. ( نیز صدق می3زیرا در این صورت در معادله ) ؛( است5) و (4) مسئلهیک جواب دقیق 

)(، یک روش عملی آن است که تابع1جواب )تقریب شبه منظوربه )g g t :با ترکیب خطی زیر تقریب زده شود 

,به ازای، iBکه در آن , ,i n1 ( نسبت به این 1ضرایب مجهول هستند. برای یافتن ضرایب مجهول، تابع ) ،icای وتوابع پایه 2
های آمده از اعمال تقریب فوق بدوضع است، برای تعیین جواب آمدهدستبهدستگاه معادلات  کهازآنجاییشود. ضرایب کمینه می

)برای تقریب تابع  ،شود. در این مقالهاستفاده می منظم سازیهای پایدار از روش )g g t( از مدل اسپلاین آماری 2جای )، به
های مطرح در موضوع ترینمهمشود. یکی از استفاده می یابیدرونشود. در این مدل برای تقریب تابع مجهول از روش استفاده می

 اسپلاین آماری علاوه بر ارائه نگرشی واسطه آن تقریب مناسبی حاصل شود. در مدل، چگونگی انتخاب نقاط گرهی است که بهیابیدرون
 یابیروندجدید نسبت به تابع اسپلاین، با ساخت یک فضای احتمال سعی در یافتن نقاط گرهی داریم که تا حد امکان خطای حاصل از 

ا است و فض برگزیدن نرم ،مسئله ترینمهمدر بحث بهترین تقریب،  کهازآنجاییبهترین تقریب حاصل شود.  درنهایتکاسته شده و 
شود و با استفاده در نظر گرفته می Lو L2 ،L1لذا در این مقاله سه فضای معروف ؛است مدنظربهترین تقریب در چه فضایی  کهاین

امعی، )مسجد جبهترین تقریب را در این فضاها ارائه دهد  شدهارائهشوند که تقریب هایی تعیین مینقاط گرهی و بازه ،شدهاز مدل معرفی
شود. این روش مارکوارت استفاده می-لونبرگ منظم سازی، از روش مسئلهمنظور کاهش اثر بدوضعی جواب به ،. همچنین(5002
 شدت بدوضع هستند کارایی بسیاری داردو در مسائل خطی که بهرود می به کاربرای حل مسائل کمترین مربعات غیرخطی  معمولاا 
 است: شدهاستفادهلونبرگ مارکوارت  منظم سازیبه دو علت زیر از روش  ،در این مقاله .(5040؛ هنک، 4222)کلی، 

   کند. ی تعیین میحلبا ارائه راه ،دارد منظم سازیهای در روش کنندهتعیینماتریس حساسیت را که نقشی  منظم سازیاین روش 
  پس از یک انتخاب دلخواه  منظم سازیاست. در این روش  منظم سازتعیین پارامتر  ،های منظم سازییکی از مشکلات اصلی روش

خودکار  طوربهدر نظر گرفته شود( در هر مرحله از تکرارها  41یا 31شودتوصیه می معمولاا )که  منظم سازاولیه برای پارامتر 
  منظم سازیاین روش  1و  1های اصلی این روش است )به مرحله یکی از مزیت ،شود و اینانتخاب می منظم سازترین پارامتر مناسب

   .توجه کنید(

شود، مختصر معرفی می طوربه (5002)مسجد جامعی،  مدل اسپلاین آماری با استفاده از نمادگذاری بکار رفته در، 2در بخش      
گردد. ( بر مبنای مدل اسپلاین آماری پیشنهاد می5)و  (4معکوس سهموی ) مسئلهیک الگوریتم محاسباتی برای حل ، 3سپس در بخش 

(5) 
measure( , ) , , , ,i iT x t Y i I 1 2 

(3) 
measure( , ; ) , , , ,i iT x t g Y i I 1 2 

(1)  *
measure( ) min ( , ; )
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 ه کاربمارکوارت -برگلون منظم سازیهای عددی پایدار، روش یافتن جواب منظوربهماتریس حساسیت محاسبه و  ،در این الگوریتم
 شود.ارائه می 1در بخش  پیشنهادشدهنشان دادن کارایی روش  منظوربهچند مثال عددی  ،. در پایانشودمیگرفته 

 مدل اسپلاین آماری -2

, به ازایفرض کنید  , ,i m1 2،( )
inp x یای از درجهجملهیک چندin  ، max

m

i i
n n




1
و   

m

i i
I

1
یک افراز  

دلخواه از ,a b  شود:زیر تعریف می صورتبهباشد. یک تابع اسپلاین در حالت کلی 

,

( )

( )
(

.

; )

( )
m

n

n

n m

n m

p x x I

p x x I
S f x

p x x I





 

 

1

2

1

2 

اسپلاین معمولی، ابتدادر تابع  
m

i i
I

1
 و خواص مسئلهای در هر ضابطه با استفاده شرایط اولیه و سپس ضرایب چندجمله شدهانتخاب 

علاوه بر این نوع دیگری از تابع اسپلاین وجود دارد که در آن با در نظر گرفتن ؛شودپیوستگی و هموار بودن تابع اسپلاین تعیین می

 
i

m

n
i

p
1

های معلوم، افراز مجهولایچندجمله عنوانبه  
m

i i
I

1
د. گردشود تعیین میدر یک فرآیند خاص که در ادامه بیان می 

مجموعه کهازآنجایی , , , mD I I I 1 یک افراز خاص از 2 ,a b با شرایطi jI I   ،i j ،, , , ,i j m 1 و  2

 ,
m

j

a b



1

 صورتبه jIای که احتمال هر زیر بازهگونهعنوان یک فضای احتمال در نظر گرفت بهتوان بهرا می Dبنابراین ؛است 
 شود: زیر محاسبه می

(. در ادامه 5002مسجد جامعی، شود )گفته می مدل اسپلاین آماریاست. به این نوع اسپلاین،  jIنمایش طول زیربازه  که در آن 
 کنیم.ی این مدل ارائه میی ساخت مدل اسپلاین آماری را بیان کرده و مفاهیم آماری بیشتری را بر پایهنحوه اختصاربه

mnکاسته شود، فرض کنید مسئلهکه از کلیت بدون این  n n n  1 nx. اینک فرض کنید2 x x

 1 ،n 1 

ز ازی متماینقطه ,a b های لاگرانژ زیر را در نظر بگیرید: ای. چندجملهباشدمی 

,

( ; ) ,     , , , .

n
j

i

jij

i

ij

x x
L x x i n

x x
 


  

 1

 

]برای هر تابع ]2[با توجه به  , ]nf C a b  داریم: 1

nE، یابیدرونخطای  لاگرانژ نامیده شده و جمله یابیدرون( 2ی اول سمت راست تساوی )که در آن جمله 1 زیر محاسبه  صورتبه
 شود:می

  ( )( ; ; ) ( ) ( ),    
( )!

n
n

n i x j x

j

E f x x f x x a b
n

 




   
 1

1
1
1

 

 لاگرانژ عبارت است از یابیدرونی خطای یک کران بالای اندازه

 ( ; ; )
( )!

n

n
n i j

j

M
E f x x x x

n






 
 1

1 1
 

(6) 
( ) ( )

( )
([ , ])

j j

j

I I
I

a b b a
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(2)  ( ) ( ) ( ; ) ( ; ; )

n

i i i n i
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f x f x L x x E f x x



  1 



989 

 

      
 

میم
تص

ریه 
نش

دور
ت، 

ملیا
ر ع

ق د
حقی

 و ت
ری

گی
3ه 

اره 
شم

 ،
(2

ان 
بست

، تا
)

73
31

حه: 
صف

 ،
71

8
-

78
3

 

 

nMکه در آن 1 ،یک کران بالا برای( ) ( )nf x1 در بازه ,a b کنیم:است. تعریف می 

nMاول  :( به دو پارامتر بستگی دارد8در ) شدهتعریفشود، کران خطای مشاهده می 1  و دوم
n

j

j

x x


 . پارامتر اول مستقیما به

یو بازه fتابع ,a b ی ای از درجهیک چندجمله ،اما پارامتر دوم؛ است کنترلغیرقابلروشنی وابسته بوده و بهn 1  است که تنها
به نقاط 

n

i i
x


بنابراین کمینه کردن کران خطا تنها به توزیع نقاط بستگی دارد. اکنون این سوال مطرح است که بهترین  ؛دبستگی دار 

انتخاب برای نقاط 
n

i i
x


چگونه باشد تا  

n

j

j

x x


 یکافی کوچک شود. مدل اسپلاین آماری از درجه قدربهn  یکی از

 های این سوال است.جواب

nیای از درجهچندجمله k،برای ساخت این مدل 1  زیر در نظر بگیرید: صورتبهرا 

, ,( ) ( ), , , ,

n

n i j i

j

q x x x i k



   1 1 2 

که در آن , , ,,, ,ii n ix x x1 به ازای, , ,i k 1 2،n 1 یی متمایز در بازهنقطه ,a b قرار دهید:باشدمی . 

 , , , ,: [ , ] : ( ) ( ) , , , , , ,n i j n i n jI x a b q x q x i j k i j      1 1 1 2 

,های ایاکنون متناظر با چندجمله ( )n iq x1 به ازای, , ,i k 1 ,های، زیر بازه2 , ,

k

n i n i j
j

I I



1

 ،j i کنیم. را تعریف می

فرداین تعریف منجر به افراز منحصربه , , , mD I I I 1 یبازه به ازای 2 ,a b خواهد شد. با تشکیل افرازD  مدل اسپلاین
 آید: می آمدهدستبهزیر  صورتبهضابطه  kآماری با 

ی اصلیبرای بازه Dساختار افراز درواقع ,a b ای است که خطای هر ضابطه در افراز متناظرش کمینه باشد.      گونهبه  

ŔƜƐě̮ŧŘŽ̮˭ŔƐƮīŘŽ̮ƎƮķ̮ġř˫ŝkمدل اسپلاین آماری و نمایش چگونگی پیادهاینک با در نظر گرفتن یک حالت ویژه از   و   3
   , ,a b  11. گیریم. ای تکین لژاندر را در نظر مینوع اول و دوم و همچنین چندجمله فهای چبیشایدر این حالت چندجمله

 هایبه ترتیب با ضابطه nیچبیشف از نوع اول و دوم از درجه هایایدانیم چندجملهطور که میهمان

[ / ]
( [ / ]) ( / [( ) / ])

( ) cos( arccos )
( ) !

n

n n kk k
n

kk

n n
T x n x x

n k

 



  
 

 


2
1 22 1 2 1 2
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/ ]
( [ / ]) ( / [( ) / ])sin(( )arccos )

)
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( !
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n n kk k
n

kk

n nn x
U x x

n kx





  
 




2
2

2

2 1 2 1 21
2

1
 

 با فرمول n یای تکین لژاندر درجهو چندجمله

(8)  * ( ; ; )
( )!

n

n
n i j

j

M
E f x x x x
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1 1
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( ) ( ) ( ; )
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1 1 1 1

2 2 2 2 
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[ / ]
( [ / ]) ( / [( ) / ])

( )
( / )

 

! 

n

n kk k
n

kk

n n
P x x

n k





  


 


2
22 1 2 1 2

1 2
 

نماد ،در آنشوند که نمایش داده می   
k

k
i

a a i




 
1

بهترین  ،های بالاای، چندجمله]73،78،71[شود. با استناد به تعریف می 

انتخاب برای نقاط 
n

i i
x


، nیبنابراین برای ساخت مدل اسپلاین آماری از درجه ؛باشدمی L2و L،L1به ترتیب در فضاهای 

 قرار دهید:

( )
,

,

,

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n
n n

n n

n
n n

q x T x

q x P x

q x U x

 
 

 


 







1
11 1

1 2 1

1 3 1

2

2

 

 و

برای تشکیل افراز , , ,, ,n n nD I I I 1 2  های زیر حل شوند:لازم است نامساوی 3

, ,

, ,

, ,

( ) ( ) [ , ]

( ) ( ) [ , ]

( ) ( ) [ , ]

n n n

n n n

n n n

q x q x x

q x q x x

q x q x x







 

 

 

   



  


  

1 3 11

1 3 1 2

1 2 11

11

11

11

 

,به ازایهای فوق یک روش عددی برای حل تقریبی نامساوی , ,n  1  درنتیجه ؛است شدهارائه (5002)مسجد جامعی، ، در 6
 صورت زیر خواهد بود:مدل اسپلاین آماری به

]عنوان نمونهکه در آن به , ]n n    11 .است 

]یبازه -1نکته  , ]11 توان با استفاده از تغییر متغیر را می 
b a b a

x t
 

 
2 ی دلخواهبه بازه 2 ,a b افراز درنتیجه ؛تبدیل کرد

 , , ,, ,n n nI I I1 2 },و همچنین مجموعه نقاط  3 }n
j l jx  ،, ,l 1 2  توان با استفاده از این تبدیل برویرا نیز می  3 ,a b  تعریف

 (، مفاهیم آماری مرتبط با آن را در نکته بعد بیان خواهیم کرد.6با استفاده از ) .کرد

)ای دلخواهدر همسایگی چندجمله iامیدریاضی، گشتاور مرتبه (،5002مسجد جامعی، )طبق  -2نکته  )p x  و واریانس مدل
  شوند:( به ترتیب به شکل زیر تعریف می2اسپلاین آماری )

 

   

     

, , ,

, , ,

, , ,

( ; ) ( ) ( )

( ; ); ( ) ( ) ( ) ( )

var ( ; ) ( ; ); ( ; )

k

n k n j r n j

j

k
i

i n k n j r n j

j

n k n k n k

E S f x p x P I

S f x p x p x p x P I

S f x S f x E S f x











 

 





1

1

2
2 0

 

(40)  , ,{ } [ , ] ( ) ,   , ,n
j l j n lx t q t l     111 1 2 3 

(44) 

, , , ,

, , , , ,

, , , ,

( ) ( ) ( ; )

( ) ( ) ( ) ( ; )

( ) ( ) ( ; )

n

n i i i n n n

i

n

n n i i i n n n

i

n

n i i i n n n

i

p x f x L x x x I

S x p x f x L x x x I

p x f x L x x x I

 

 

 








    





    


    









1 1 1 1

3 2 2 2 2

3 3 3 3
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جوابیافتن شبه مارکوارت برای-در بخش بعد یک الگوریتم محاسباتی مبتنی بر مدل اسپلاین آماری و روش منظم سازی لونبرگ
( )g g t  شودمی( ارائه 5) و  (4منبع مجهول ) مسئلهدر. 

 نتایج اصلی  -3

)جواب منبع گرمایی مجهولشبهاز  ،الگوریتم تعیین تقریبی )g g t شود. به شکل زیر ارائه می 

یبی از شبه یتم: تعیین تقر   gجواب منبع گرماییالگور

d,به ازایمستقیم را  مسئلههای بنیادین، جواب با استفاده از جواب -1گام  1 2 
و 1  آورید. برای این منظور از  آمدهدستبه

 است، استفاده کنید. شدهبیان( 4281کانن، )قضیه زیر که در 

   مسئله  -1قضیه

g,,که درآن f  وh در شرطA دار فرد و کراندارای یک جواب منحصربه و کندصدق می 

)که در آن تابع ستا , )x t شود: به شکل زیر تعریف می 

( , ) ( , ),

m

x t k x m t





  2
 

 و  

( , ) exp( ).
x

k x t
tt






21
44 

)فرض کنید عبارت منبع  :Aشرط , )f x t یکنواخت پیوسته هولدر  طوربهدار و در هر زیر بازه فشرده از آن کران ،بر دامنه مورد مطالعه
  ای پیوسته باشد.تکه صورتبهی تعریف خویش در دامنه hو   ،gفرض کنید توابع  ،باشد. همچنین

 .(4281کانن، ) 6-3-4و قضیه  42-5بخش : اثبات

]در دامنه یرهمتغnانتقال گرمای  مسئلهدر حالت کلی، جواب بنیادین  -3نکته  , ]n
 های بنیادین ضرب جوابصورت حاصلبه 1

 عنوان نمونهبه ؛بعدی استدر فضای یک یرمتغانتقال گرما نسبت به هر  مسئله
.

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) exp
( )

n
n

k t k x t k x t k x t
tt

 
    

 

x x
x 1 2

1
44

 

)ی همه توابع ، مجموعهقبولقابلهای نید مجموعه جواباینک فرض ک  ), ftLg  یکنواخت پیوسته  طوربهای که گونهاست، به 2
d به ازای، در حالت خاص 7بنابراین با استفاده از قضیه  ؛هولدر باشد  به شکل زیر خواهند  یببه ترتمستقیم و جواب آن  مسئله، 1

 بود: 

(45) 

( , ) ( , ) ( , ), ( , ), ( , )

( , ) ( ), ( , )

( , ) ( ), ( , )

( , ) ( ), ( , )

t xx f

x f

x f

u x t u x t f x t x t t

u x x x

u t g t t t

u t h t t t



   

 

 

 

1

1

1

 

(43) 
 

 

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )

t

t t t

u x t x t x t d x t g d

x t h d x t x t f d d

          

             

     

        

 

  

1

2

2 1
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dبه ازایطور مشابه به   خواهیم داشت:   ،2

 که در آن 

( , ) ( , ),,

m n

x t k x m y n t

 

 

    2 2
 

( , , ) exp
x y

k x y t
t t

 
  

 

2 21
4 4

 

است، یک تقریب از منبع گرمایی  قبولقابلهای در این مرحله با استفاده از مدل اسپلاین آماری که متعلق به مجموعه جواب -2گام 
 صورت زیر در نظر بگیرید:مجهول را به

 

(41) 

*( , ) ( , ) ( ) ( ), ( , ), ( , )

( , ) ( ), ( , )

( , ) ( ), ( , )

( , ) ( ), ( , )

t xx f

x f

x f

T x t T x t g t x x x t t

T x x x

T t u t t t

T t h t t t





    

 

 

 

1

1

1

 

(42) 
 

 * *

 

 

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) 

t

t t

T x t x t x t d x t u d

x t h d x x t x x t g d

          

         

     

        

 

 

1
2

2 1
 

(46) 

* *( , ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , ), , ( , ), ( , ),

( , , ) ( , ), , ( , ),

( , , ) ( , ), ( , ), ( , ),

( , , ) ( , ), ( , ), ( , )

( , , ) ( , ), ( , ), ( , )

( ,

t xx yy f

x f

x f

y f

y

T x t T x y t T x y t g t x x y y x y t t

T x y x y x y

T y t u y t y t t

T y t h y t y t t

T x t u x t x t t

T x

      

 

  

  

  





1

1

2

1

1

1

1 1

1

, ) ( , ), ( , ), ( , )ft h x t x t t  21 1 
  و

(71) 

 

* *

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , , ) ( , )

( , , ) (

t t

t t

T x y t x y t x y t d d

x y t u d d x y t h d d

x y t u d d x y t h d d

x x y y t x

          

             

             

  

     

      

      

     

 

   

   

1 1

1 1

1 1

1 1

2 2

2 2 1

2 2 1

 * *, , ) ( )
t

x y y t g d   

 

(48) 

, , ,

, , ,

, , ,

( ; )

( ; )
( )

( ; )

 

n

j j j n

j

n

j j j n

j

n

j k j j k n k

j

g L t t t I

g L t t t I
g t

g L t t t I


































1 1 1

2 2 2 
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j,در آنکه  ig به ازای, , ,i k 1 ,و 2 , ,j n 1  .است که ذکرشایانضرایب مجهول بوده که باید تعیین شوند
 , , ,, , ,n n n kI I I1 ,یک افراز خاص از  2 ft   شود. سپس با جایگذاری در است و با روشی که در بخش قبل ارائه شد تعیین می

 آورید. آمدهدستبه( 71( و )74یک جواب تقریبی برای مسائل مستقیم ) ،(71( و )72)

kبرای تعیین  -3گام  n مقدار مجهول,j ig به ازای, , ,i k 1 ,و  2 , ,j n 1 ،  نرم کمترین مربعات زیر را نسبت به این
 ضرایب کمینه کنید:                                          

که در آن  measure ,i iY T x t،, ,i I 1 وق اضافی، شرط ف measure ,i iT T x t ، آمده در گام قبل  آمدهدستبهجواب تقریبی
های پایدار در این بناچار برای تعیین جوادستگاه معادلات حاصل بدوضع است، به کهازآنجایی. باشدیمبردار ضرایب مجهول  Gو

 شدتمارکوارت برای حل مسائل خطی که به -لونبرگ  منظم سازیشود. با توجه به اینکه روش استفاده می منظم سازیگام از روش 
نظم مبندیم. توضیح روش می به کاردارد، در این مقاله آن را  منظم سازیهای دیگر ، کارایی موثرتری نسبت به روشباشدمیبدوضع 

 در گام بعد ارائه خواهد شد. سازی

 صورت زیر است:                    ( به73فرم ماتریسی تابعی )  .(2000)ازیسیک و ارلند،  مارکوارت –روش منظم سازی لونبرگ  -4گام 

 که در آن

 سازی نرم کمترین مربعات خواهیم داشت:منظور کمینهبه

, , ,

( ) ( ) ( )
, , , ,

j j n j

S G S G S G
j k

g g g

  
    

  1 2

1 2 

 فرم ماتریسی دستگاه معادلات خطی فوق عبارت است از:

 
( )

( ) ( )

T
T G

S G Y T G
G


    



 
 
 

2 

 که در آن

,

,

,

( )T

I

n k

g

T G
g T T T

G

g

 
 
 
 
 
        

 
 

  

11

2 1 1 2 

 خواهیم داشت: (2000)ازیسیک و ارلند، اکنون با توجه به تعریف ماتریس حساسیت در 

 

 

(42) ( ) ( ( ))

I

i i

i

S G Y T G



  2

1

 

(50) ( ) ( ) ( )
T

S G Y T G Y T G         

(54) ( ) , , , .
T

I IY T G Y T Y T Y T           1 1 2 2 
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. فرض کنید یک حدس اولیه (2000)ازیسیک و ارلند، شود زیر ارائه می صورتبهمارکوارت -اینک الگوریتم روش منظم سازی لونبرگ
)برای ضرایب مجهول مفروض است. این فرض اولیه را با نماد )G .نشان دهید 

 حدس اولیه  عنوان نمونه به ؛دلخواه انتخاب کنیدرا به منظم سازبرای پارامتر/  kو  1 . 
 ( )( )T G و( )( )S G .را محاسبه کنید 

 ماتریس حساسیت( )( )k kJ GJ ( را محاسبه کرده و قرار دهید:22در ) شدهتعریف[( ) ]k k T kdiag J J  . 

  :دستگاه معادلات خطی زیر را حل کنید 

 ( ) ( ) ( )k T k k k k k T kJ J G J Y T G           
 :سپس قرار دهید 

 k k kG G G  1 

 اگر( ) ( )k kS G S G 1 ،k را باk1  بروید. 4جایگزین کنید، سپس به مرحله 

 اگر( ) ( )k kS G S G 1 ،kG 1 سپس قرار دهید:  ید،عنوان یک جواب پذیرفترا به /
k k  1 

 فرض کنید معیار توقفtol مفروض باشد. اگرtolk kG G  1 مسئلهآمده و فرآیند حل  آمدهدستبه قبولقابل، آنگاه یک جواب 
k ،kجایدر غیر این صورت به ؛رسدبه پایان می 1  بروید. 3قرار دهید و به مرحله 

 شود.ارائه می یدوبعددر فضای یک و  شدهارائهمنظور نشان دادن کارایی الگوریتم در بخش بعد دو مثال عددی به

 نتایج عددی  -4

)جواب منبع گرمایی مجهولمنظور تقریب شبهدر این بخش به )g g tی دو استفاده ای از درجهضابطه، از مدل اسپلاین آماری سه
. شودگرفته می به کارای تکین لژاندر ین چندجملهچبیشف نوع اول، دوم و همچن یهاچند جمله ،شود. در این مدل اسپلاین آماریمی

 شود:صورت زیر تعریف میبررسی شد، این مدل اسپلاین آماری به 2ای که در بخشهمانند حالت ویژه

   

   

 

/ /, ,

/ / / /, , ,

/ /, ,

( ; ) , ,

( ) ( ; ) ( ; ) , ,

( ; )

  

,

i i i

i

i i i

i

i i i

i

g L t t I

g t S g t g L t t I

g L t t I














  


 









2

1 1 1

2

2 3 2 2 2

2

3 3 3

89 91 1

89 129 87 91

129 87

 

 صورت زیر خواهند بود:وضوح نقاط گرهی بهبه

   , ,[ , ] ( ) ,    , ,
n

j l n
j

t t q t

    11 2 1 1 2 3 

 

 

(55) 

, , , ,

, , , ,

, , , ,

( )
( )

n k

T
T

n k

I I I I

n k

T T T T

g g g g

T T T T
T G

g g g gJ G
G

T T T T

g g g g

    
 

    
    
  
       

   
 
    
 
     

1 1 1 1

11 2 1 3 1

2 2 2 2

11 2 1 3 1

11 2 1 3 1
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 زیر را در نظر بگیرید: یمسئله -1مثال 

measur به ازای( را 2) ،  شرط فوق اضافی7جدول /ex  بالا، مسئلهدهد. جواب دقیق منبع گرمایی برای نشان می مسئلهبرای این  25
( ) sing t t  جواب بستن الگوریتم، تقریبی از شبه به کارو همچنین  2است. با استفاده از مدل اسپلاین آماری پیشنهادی در بخش

 مسئلهدقیق  با استفاده از الگوریتم مزبور و جواب شدهمحاسبهجواب شبه خطای مطلق، 2آید. جدول می آمدهدستبهمنبع گرمایی 
it/( را در نقاط53) i ,به ازای  1 , ,i 1 2  مسئلهبه همراه جواب تقریبی  مسئله، جواب دقیق 7 شکل ،دهد. همچنیننشان می 9

 دهد. نتایج عددی بیانگر کارایی روش پیشنهادی در حل این مسائل است. را نمایش می

 (.33معکوس سهموی با منبع گرمایی مجهول ) مسئلهشرط فوق اضافی برای   -1 جدول 

 

( در نقاط 33) مسئلهدقیق  با استفاده از الگوریتم پیشنهادی و جواب شدهمحاسبهجواب خطای مطلق شبه -3 جدول 
i

t. 

 

 

 

 

 

 

 .(33) مسئلهدقیق  با استفاده از الگوریتم پیشنهادی و جواب شدهمحاسبهجواب شبه -1 شکل

 زیر را در نظر بگیرید: دوبعدیانتقال گرمای  یمسئله  -2مثال 

 

           

(53) 

   

 

 

/( , ) ( , ) ( ) ( ), , , ,

( , ) ,

( ,

,

) ( , ) , ,

 t x

x x

T x t T x t g t x x t

T x x

T tT t t

      

 

   

2 2 1 1

1

1 1

 

it Ǔ'ǒ ǔ'ǒ Ǖ'ǒ ǖ'ǒ Ǘ'ǒ 
iY ǒǓǒǛ'ǒ ǒǕǘǗ'ǒ ǒǙǕǖ'ǒ Ǔǔǒǔ'ǒ ǓǙǘǓ'ǒ 
it ǘ'ǒ Ǚ'ǒ ǚ'ǒ Ǜ'ǒ % 
iY ǔǖǒǕ'ǒ ǕǓǔǓ'ǒ ǕǛǒǙ'ǒ ǖǙǗǗ'ǒ % 

it 
Ǔ'ǒ ǔ'ǒ Ǖ'ǒ ǖ'ǒ Ǘ'ǒ 

( ) sin
i i

g t t ǒǛǚ'ǒ ǒǕǛ'ǒ ǒǔǘ'ǒ ǒǓǙ'ǒ 
ǒǓǒ
'ǒ 

it ǘ'ǒ Ǚ'ǒ ǚ'ǒ Ǜ'ǒ % 

( ) sin
i i

g t t ǒǒǙ'ǒ ǒǒǖ'ǒ ǒǒǔ'ǒ ǔǕǖ'ǒ % 

(51) 
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measur به ازای( را 2) یفوق اضاف،  شرط 3جدول /ex  )دهد. جواب دقیق منبع گرمایی نشان می مسئلهبرای این  25 ) etg t 

ع گرمایی جواب منبکارگیری الگوریتم پیشنهادی، تقریبی برای شبهو همچنین به شدهارائهاست. با استفاده از مدل اسپلاین آماری 
( را در 51) مسئلهدقیق  با استفاده از الگوریتم پیشنهادی و جواب شدهمحاسبهجواب شبه خطای مطلق 4 آید. جدولمی آمدهدستبه

it/نقاط i ,به ازای  1 , ,i 1 2 را نمایش  مسئلهبه همراه جواب تقریبی  مسئله، جواب دقیق 2 دهد. همچنین شکلنشان می 9
 دهد. نتایج عددی بیانگر کارایی روش پیشنهادی در حل این قبیل مسائل بدوضع است. می

 (.34معکوس سهموی با منبع گرمایی مجهول ) مسئلهشرط فوق اضافی برای  - 3جدول 

 

( در نقاط 34) مسئلهدقیق  با استفاده از الگوریتم پیشنهادی و جواب شدهمحاسبهجواب خطای مطلق شبه -4 جدول
i

t. 

 

 

 

 

 

 

 .(34) مسئلهدقیق  با استفاده از الگوریتم پیشنهادی و جواب شدهمحاسبهجواب شبه -3 شکل

 گیرینتیجه -5

رار ق موردمطالعهمعکوس منبع مجهول  مسئلهکاربرد روش مدل اسپلاین آماری برای یافتن یک جواب تقریبی از یک  ،در این مقاله
ن های تابع اسپلاین به طریقی تعییهای متناظر با هر یک از ضابطهبا ایجاد یک فضای احتمال، نقاط گرهی و بازه ،گرفت. در این مدل

 مسئلهیک  ،معکوس منبع مجهول مسئله کهازآنجاییارائه دهد.  موردمطالعهتابع تقریب، بهترین تقریب را در فضای  ،درنهایتشدند که 
 ،مارکوارت برای کاهش اثر بدوضعی استفاده شد و در پایان نیز با ارائه دو مثال عددی-لونبرگ ازیمنظم سباشد، لذا از روش بدوضع می

 قرار گرفت.  یموردبررس موردمطالعهکارایی و دقت روش 
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