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Purpose: In many real-world optimization problems, we are facing uncertainties in parameters describing the problem. 
In general, as a simplifying assumption, uncertainty is ignored. In the school bus routing problem, there are uncertain 
parameters that are assumed to have deterministic values. As a result of this simplifying assumption, the obtained 
solutions may be mismatched with the real world. This issue arose by violating some hard constraints. 

Methodology: In this research, a mixed linear integer programming for school bus routing with mixed loading by using 
a heterogeneous fleet is presented. The uncertainty of travel times is modeled as interval numbers. We propose a heuristic 
algorithm to generate extreme scenarios. Each scenario is generated in order to make the last found optimal solution into 
an infeasible one as much as possible. 

Findings: Experimental results show that deploying this novel algorithm for generating extreme scenarios, efficiently 
produces diverse scenarios. After the scenario generation algorithm is converged, the intersection of the feasible optimal 
solutions under diverse scenarios is extracted as robust sub-tours or robust trips. 

Originality/Value: It is the first time to apply the notions of robust optimization using the extreme scenarios generation 
scheme. At each iteration of the extreme scenario’s generation, the most conflicting scenario against a given optimum 
solution is generated. The main advantage of this method over other present robust optimization methods is its emphasis 
on maintaining the feasibility of the optimal solution when dealing with the most diverse set of uncertainty scenarios 
while keeping the computational effort needed as low as desired. 
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 مقدمه -1

دهد. در کاربردهای هستند را نشان می یرقطعیهای سفر غزمان یاتوبوس مدرسه، وقت یریابیثر و کارآمد مساله مسمومقاله نحوه حل  ینا
 یرنشده نظبینیپیش یطشرا یلاتوبوس مدرسه به دل یریابیمس مسایلکرد. در  یینتع یقطور دقتوان مقدار پارامترها را بهندرت میبه یواقع
زمان سفر به  یبرا یهای قطعتوان دادهنمی یکیهای مکانها( و خرابیجاده یو لغزندگ یوهوای نامناسب )مانند بارندگآب ی،شهر یکتراف

مقاله  ینشده در اکار گرفتهبه یتم. الگوریماتوبوس مدرسه هست یریابیمس یبرا یاضیمدل ر ارایهبه دنبال  یقتحق یندر ا ،ینبنابرا دست آورد؛
مساله  یرا برا یخط یحریزی عدد صحبرنامه یاضیمقاله مدل ر یناما در ا ،استفاده استقابل یگرد یکاربردها یاست و برا مومیو ع یکل

 یکهای سفر به کنیم که در آن زمانمی یای را بررستر، مسالهطور ویژهدهیم. بهقرار می یاتوبوس مدرسه مورد مطالعه و بررس یریابیمس
ریزی استوار ما در چارچوب برنامه یکردگردد. پس رو ینهحالت به یندر بدتر یستمشود عملکرد سدارند و تلاش می لقتع یتبازه عدم قطع

                       

 و تحقیق در عملیات گیریتصمیم 
  566-577(، 1402)(، 3)، شماره 8دوره                                                  

     www.journal-dmor.ir 

  پژوهشی نوع مقاله:

 ناوگان ناهمگن یصاستوار اتوبوس مدرسه با تخص یریابیمس یکارا برا یتمالگور یکتوسعه 

   *موفق پور یمحمدعل 
 یران.دزفول، ا ،شاپوریجند یدانشگاه صنعت     

پارامترها  ینکه از ا یبرآورد ینبهتر ی،سازساده یو معمولا برا یستندن ینو مع یوجود دارد که قطع ییپارامترها یریابیدر مساله مس هدف:
 ینهنقض شده و جواب به هایتاز محدود یبرخ ،ممکن است در عمل یکردرو ینشود. در ااستفاده می یعنوان داده قطعموجود است به

 .اشدموجه نب یگرآمده ددستبه

با  یبی،گرفتن بار ترک نظر با در یریابیمس یمخلوط برا یحعدد صح یخط یزیرمدل برنامه یک یق،تحق یندر ا شناسی پژوهش:روش
 یبرا یابتکار یتمالگور یک ،استوار یهابه جواب یدنرس یشده است. برا ارایهدر زمان سفر  یتناهمگن و عدم قطع یهنقل یلاستفاده از وسا

جواب همه  ینها که در بای از جوابزیرمجموعه یو،سنار یدتول یتماست. پس از همگرا شدن الگور توسعه داده شده یحد یوهایسنار یدتول
 شود.می یعنوان قسمت استوار جواب معرفباشد به ماندهیباقمختلف مشترکا  یوهایسنار

نیز فقط سفر بین دو گره جزو جواب ها کل یک تور استوار باقی مانده است و در برخی حالات در این تحقیق در برخی قسمت ها:یافته
 .استوار مشاهده شد

سازی حدی پیاده یوهایسنار یدبا استفاده از طرح تول استوارسازی بهینه یمبار است که مفاه یناول ینا اصالت/ارزش افزوده علمی:
 ینا یاصل یتشود. مزمی یدتولشده داده ینهحل بهراه یکدر برابر  یوترین سنارمتناقض حدی، یوهایسنار یدشود. در هر تکرار از تولمی

مجموعه  ینتربا متنوعمواجهه در هنگام  ینهبهموجه بودن جواب بر حفظ  یدکات موجود، استوار سازیینههای بهروش یرروش نسبت به سا
 .داشته شودنگه  یینپای تا حد مطلوب ازیموردن محاسباتشود تا حجم میتلاش زمان هم کهیدرحالاست  یتعدم قطع یوهایسنار

 .ناهمگن یهنقل یلوسا یت،عدم قطع ،سازی استوارمرکب، بهینه یریبارگ ها:کلیدواژه

 چکیده
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بازه عدم  یکها در تمام داده یپذیر است که براو امکان یجواب )حل( عمل یکشود که گفته می یآن، فقط در صورتقرار دارد که در 

 .پذیر باشدو امکان یشده عملتعیین یشاز پ یتقطع

 پیشینه تحقیق -2

را به خود جلب کرده است.  یادیتوجه محققان ز است که اخیرا یاضیریزی ردر برنامه یدهای جداز روش یکیسازی استوار بهینه
هایی از جواب یسر یک یجادمنجر به ا تیدرنها یکرد،رو ین. ایهای وروددر داده یتاست به عدم قطع یسازی استوار پاسخبهینه

شده ارایه ینهجواب به کهیدرصورتداشته باشند.  یهای وروددر داده یتبه عدم قطع یکمتر حساسیتگیری طور چشمشود که بهمی
 یدهجواب استوار نام یکبماند،  یباق ینهبه جواب به یکو نزد یالامکان شدنحتی یهای ورودداده ییرسازی استوار با تغسط مدل بهینهتو

کرد  ارایه یسازی خطمدل بهینه یک [1] یسترسو 1۹70دهه  یلنامند. در اواجواب می ریمعمولا استوا یاتحالت را در ادب ینشود. امی
. یردبازه بگ یکرا از  یتواند هر مقدارمی یهر داده ورود کهیطوربهدهد را به ما می یهای ورودهمه داده یجواب موجه برا ینکه بهتر

 ینبودن جواب در ا یداراز پا یناناطم یکه برا یمعن ینباشد. بد کارانهمحافظه یارهایی دارد که بسجواب یافتنبه  یلتما یکردرو ینا
با فرض  ]6[،]5[ و لبرت ییقائو-و ال  ]2[–]4[ یروفسکیتال و نم-شویم. بندور می یمساله اسم ینگیاز به یادیبه مقدار ز یکردرو

سازی محدب، تحت عدم بهینه مسایلحل  یبرا ییهای کاراهستند، الگوریتم یتعدم قطع یدارا یضویهای بها در مجموعهداده کهینا
  یمو س یماسباشند. برتسمی یروش، از نوع درجه دو مخروط ینآمده از ادستهای استوار بهبندیاند. فرمولنموده ارایهها داده یتقطع

مدل  یکبرخوردار است که منجر به  زیتم یناز ا یکردرو یناند. اکرده یکاری معرفکنترل سطح محافظه یرا برا یمتفاوت یکردرو ]7[
و  یهای زمانبا بازه یهنقل یلاستوار وسا یریابیمساله مس یکبودند که  یکسان یناول [8] شود. سانگور و همکارانمی یسازی خطبهینه
را  یرمقاد یشینهها بزمان یبود که تمام ینها شامل اسازی آن( را مطرح کردند. البته فرض مدلT-VRPTWهای سفر غیرقطعی )زمان

 یمساله طراح یک یبرا یسازی قومدل بهینه یک ]9[ و همکاران یادانکرد.  یجادکارانه امحافظه ازحدشیبمدل  یکگیرند که می
جدول  یابیهای بازاتوبوس و تلاش یمایشزمان پ یتس را با در نظر گرفتن عدم قطعاتوبو یرمس یداطمینان و جدبندی قابلزمان
بندی هست و زمان یانحراف تصادف تظاربه حداقل رساندن مجموع مقدار مورد انآن  هدفتابع دادند که  یشنهادبندی رانندگان، پزمان

در شهر سوشو  یاتوبوس واقع یرمس یک یبر مبنا یمثال عدد یکاند. سازی استوار را حل کردهمدل بهینه 1کارلوسازی مونتوسیله شبیهبه
زمان سکون( به  یا) بهینهشده ریزیبرنامه یمایشنشان دادند که زمان پ یجسازی مشخص شود. نتاانجام دادند تا قدرت مدل بهینه ینچ

 دارد. یان بستگگیرندگبندی تصمیمهای زمانبندی رانندگان اتوبوس و فلسفهزمان یابیرفتار باز

های سفر نامشخص است و که در آن زمان یهمراه با پنجره زمان (VRP) یهنقل یلوسا یریابیبه مطالعه مساله مس ]10[ اگرا و همکاران 
 یهنقل یلوسا یریابیحل مس یاستوار برا یونفرمولاس ینها اولآناند. شده است پرداخته تعیین یشاز پ چندوجهی محدب یکمتعلق به 

ها مورد مطالعه آن یهمراه با پنجره زمان یهنقل یلوسا یریابیاند. مساله مسداده ارایهو زمان سفر نامشخص را  یهمراه با پنجره زمان
 یدشوند بازد یترعا یهای زمانکه پنجره یها را تا زمانگره تواند تعداد دلخواه ازمی یهنقل یلههر وس و دهدنمی ارایه یهای اضافمحدودیت

ریزی برنامه یکهای کلاساند که قادر به اعمال روشنموده یمعرف مسایلنوع  ینحل ا یلایه برالایه یدفرمول جد یکهدف،  ینا یکند. برا
خود است. اگرا و  یرها در مساز کمان یکهر  یتموقع یابیلایه از گراف است که قادر به ردلایه یشنما یکبر  یاستوار است. فرمول مبتن

 یهاست که تعداد لا ینروش ا یناند و اشکال اداده ارایهریزی استوار دوگانه برنامه یکردرو یفرمول مناسب برا یک [10] همکاران
توانستند ها نمیشود. آنو محدودیت می یرمتغ یادیز یارتعداد بسمنجر به تولید ها در گراف است که در فرمول برابر تعداد گره شدهاستفاده

های ، با توجه به وجود پنجرهحالنیا باشد. مساله می یبرا ینهحل بهموجب حذف راه کار ینا چراکهها را کاهش دهند سادگی تعداد لایهبه
 یه،نقل یلههر وس یپردازش به مساله، براپیش یک. با اعمال یستندگراف ن یهااز تمام گره یدقادر به بازد معمولا یهنقل یلزمان، وسا

که در  یکشت یریابیه مسها فرمول گسترده را به مسالکند محاسبه نمودند. آنمی یترا هم رعا یهای زمانکه پنجره یریترین مسطولانی
 یاییونقل دراند و در بستر حملشده رخ دهد، اعمال کردهتعیین یشدر طول فواصل از پ یدبا یلاست و تحو یمهم یارآن زمان، عامل بس

 یبررس 5تا  1 ینها بمحموله و تعداد مختلف کشتی 20 و 10هایی با نمونه رویبر  ،ایلایه یونفرمولاس یبرا یمحاسبات یجاند. نتاآزموده
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حل شده  Xpress Optimizer 22.01.09شده و توسط  یسیکدنو Xpress Mosel 3.2.3سازی شده است. فرمول با استفاده از زبان مدل
 حل کند. اگره ر 20تواند موارد تا روش می ینکه ا یدندرس یجهنت ینبه ا تیدرنهااست. 

 نوآوری مقاله -3

پارامتر زمان  ،بینی کردمقدار آن را پیش یطور قطعتوان بهکه نمی یرگذارمهم و تاث یاز پارامترها یکیاتوبوس مدرسه  یریابیدر مساله مس
 یلهوس یریابیاند از نوع مساله مسروبرو شده یتی که با عدم قطعمسایل یق،تحق ینشده در ا ها است. در همه مقالات مرورگره ینسفر ب

. است قرار نگرفته یموردبررس( SBRPاتوبوس مدرسه ) یریابیها در مساله مسگره ینزمان سفر ب یت( هستند و تاکنون عدم قطعVRP) یهنقل
عدم  یطمساله در شرا ینحل ا یپردازیم و براها میگره ینزمان سفر ب یتعدم قطع یطشده در شراارایه یاضیما به حل مدل ر یقتحق یندر ا
صورت استوار استفاده به مدارس به یسسرو یصو تخص یرریزی مسبرنامه یبرا [11] شدهگزارش یتازگبهکه  وینین یتماز الگور یتقطع
 کنیم.می

 مدل ریاضی مساله مسیریابی اتوبوس مدرسه با ناوگان ناهمگن -4

و  شده توسط پارکارایهمدل بر اساس شده است و در واقع  یسینومخلوط فرمول یحریزی عدد صحمدل با استفاده از روش برنامه ینا
 .شودیمنمادگذاری مورد استفاده در ادامه آورده  است. [12] همکاران

n :هاستگاهیا تعداد. 

kDنوع  : ظرفیت هر وسیله نقلیهk. 

s(k) :هینقل لهیوس هر یبرا حرکت شروع گره مکان k. 

e(k) :هینقل لهیوس هر یبرا حرکت انیپا گره مکان k. 

B={s(1),e(1),…,s(k),e(k)}شوندیممتوقف  هاآنو در  کنندیمحرکت  جا شروع بهطی که وسایل نقلیه از آن: مجموعه نقا. 

+P :(اتوبوس یهاستگاهیا) یریبارگ نقاط مجموعه. 

-P :(مدارس) بار هیتخل نقاط مجموعه BP   = N. 

iRکه دانش آموزان در خودرو هستند ی: حداکثر زمان. 

ijt :گره از ییجابجا زمان i به j . 

id :ستگاهیا در که یآموزاندانش تعداد i شوندیم سوار. 

iS :گره در( شده ادهیپ و سوار) یدهسیسرو زمانمدت i. 

m, b maمدرسه به دنیرس یبرا ممکن زمان نیرترید و نی: زودتر. 

kf  :هینقل لهیوس نوع هر اجاره نهیهز. 

kv :شده یط ریمسطول  به وابسته ریمتغ نهیهز. 

M :بزرگ مقدار. 
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 یر یگمیتصم یرهایمتغ

i,j
kXهینقل لهیکه وس ردیگیم کیمقدار  ی( است و در صورتیی)دودو ینریبا ری: متغ k بعد از گره  بلافاصلهi گره  بهj  نیا ریغ در و برود 

 .است صفر صورت

 i
kT زمان رسیدن وسیله نقلیه  :k گره به i. 

i
kl ستگاهیا: تعداد تجمعی دانش آموزان در هر وسیله نقلیه پس از ملاقات هر i. 

 یتمحدودها به مدارس است. آموزان از ایستگاهجهت انتقال دانش یهنقل یلوسا یرثابت و متغ ینهسازی هزبه دنبال کمینه (۱ابع هدف )ت
 یهنقل یلهدهد هر وسنشان می (۳) یتمحدوداتوبوس ملاقات شود.  یکتوسط  باریکدقیق طور به یستگاهکند که هر امی ینتضم (۲)

از مکان  باریکاز  یشتواند بنمی یهنقل یلهوس یککند که می ینتضم (۴) یتمحدودحتما از آن خارج شود.  یدشود بامی iکه وارد گره 
)دپو(  یانیبه مکان پا باریکاز  یشتواند بنمی یهنقل یلهوس یککند که می ینتضم (۵) یتمحدودشروع )دپو( شروع به حرکت کند. 

 یدنکند زمان رسمی ینتضم (۷) یتمحدودشود. ملاقات می یهنقل یلهوس یکتوسط  i+nو  i دهد گرهنشان می (۶) یتمحدودبرود. 
 یناناطم (۸) یتمحدود( است. یقبل )گره iبه گره  یهنقل یلهآن نوع وس یدنزمان رس یمساو یاتر بزرگ  j به گره یهنقل یلههر نوع وس

 j  به گره یهنقل یلهآن نوع وس یدنبرود، زمان رس  j دهی کند و سپس به گرهسرویس iدر گره  kاز مجموعه  یهنقل یلهدهد اگر هر نوع وسمی
مربوط به حداکثر زمان در  یتمحدود (۹) یتمحدودنقاط است.  ینب ییجاهبدهی و زمان جامجموع زمان سرویس یمساو یاتر بزرگ

تا  (۱0) یتمحدودشوند. می یادهو در مقصد پ هشد یهنقل یلهنوع وس یکر بسوار  یستگاها یکآموزانی است که در دانش یراه بودن برا

(۱) 

MILP1: 

 



   
k k k k

ij ijs k j
i . jk j k
i j

in z f x v x tM ,  

(۲) Subject to 


 



 
k
ij

j N k K
i j

x 1         i  p ,  

(۳) 
    

  
 

 
 

k k
ij ji

j N j N

i P ,k K ,i j
x x 0,            ,

i s k , j e k
 

(۴) 
 



 
k
s k j

j P

x   1 ,        k K ,  

(۵) 
 



 
k
i.e k

i P

x   1 ,      k K ,  

(۶) 



 

    
k k
ij j .n i

j N j N

x x 0 ,    i  p ,k K ,  

(۷) 
 





 
     

 


k k k
i i n ij

j N

T T M 1 x  ,      i  p ,i  s k ,  

(۸) 
 

 


    



k k k
i i i . j j ij

i , j p,
T s t T M 1 x  ,        

i s k ,
 

(۹) 





  
k k k

n i i i ij
j N

,T T R x     i  p .  

(۱0)     k
m i ma T   b        i  p ,i , e k ,  

(۱۱) 
 

   

 
   

 

k k k
i j j i , j

i p, j p ,
l d l m 1 x ,      

i s k , j e k ,
 

(۱۲) 
 

   





 
   

 

k k k
i j n j ij

i p, j p ,
l d l m 1 x ,        

i s k , j e k ,
 

(۱۳)   k k
il D          i  p , k, K ,  

(۱۴)    k
ijx  ,    i  , j p,1 , k0 K.  
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ه هر نوع از مجموعه ک یدهد زماننشان می (۱0) یتمحدودهستند.  یهنقل یلههر وس یریهای مربوط به بارگمحدودیت (۱۲) محدودیت
در آن نوع از  آموزانتعداد دانش ؛روداست می یریکه مربوط به مجموعه نقاط بارگ jکند به گره را ملاقات می i گره کهازآنپس k یهنقل یلوسا
شده  یریآموزان بارگی تعداد دانشاضافهبه i آموزان در هنگام ملاقات گرهمجموع دانش یمساو یاتر ، بزرگj هنگام ملاقات گره یه،نقل یلهوس

 به گره فاصلهبلا i پس از ملاقات گره k یهنقل یلهدهد که چنانچه وسمطلب را نشان می ینا ( 12)و ( 11) هاییتمحدوداست.  j در گره
j آموزان هنگام ملاقات گرهبار )مدارس( است برود، تعداد دانش یهه عضو مجموعه نقاط تخلک j آموزان در تعداد دانش یتر مساو، بزرگ

 یهنقل یلهوس ره یتبه ظرف (۱۳) یتمحدودشوند. می یادهپ  j آموزانی است که در گرهتعداد دانش یمنها i هنگام ملاقات گره k یهنقل یلهوس
 .کندیمیرها را بیان نوع متغبودن  یحعدد صح (۱۴) یتمحدودناهمگن(.  یهنقل یلشود )وسامربوط می

 ریزی استوارالگوریتم برنامه -5

 یاکارلو سازی مونتمثل شبیه هایییکانتظار داشت که با تکن توانیدارند، نم یابازه یتکه عدم قطع ییهابا داده یخط یزیردر برنامه
 یدبا مسایلگونه این ینهحل به یاستوار برا ییافت. در واقع استراتژ اعتمادی دستقابل یاهای نقطهبتوان به جواب یهای سطحتحلیل

موجه )که عملا  یوها( که تحت همه سنارینهعنوان جواب بهبه Xبردار  یک یاستوار )معرف یاهای نقطهجواب یافتنجای تمرکز بر به
تمال با اح ممکن یوهایباشد که تحت همه سنار jx یمتصم یرهایاز متغ یکهر  یبرا ییهابازه یافتنبه دنبال  یدغیرممکن است( باشد، با

 ؛سازی مثلبا داشتن مساله بهینه گریدانیببهشامل جواب موجه باشد.  ینیمع

 کنیم:گذاری میگونه نامها را اینای هستند، کران بالا و پایین آنهمه ضرایب فنی و مقادیر سمت راست بازه جاکهازآن

 ای تعریف شود.صورت بازههم باید به x*پس جواب بهینه

eq) های تساوی مستقلی که تعداد محدودیتمسایلشود که در سادگی و با اندکی تحقیق مشخص میبه eqA x b از تعداد متغیرهای )
اما برای ؛ های ممکن در فضای جواب صدق کندای وجود نخواهد داشت که به ازای همه حالتبیشتر باشد، هیچ جواب نقطه xتصمیم 

ای یافت که برخی متغیرها همواره و تحت همه های پایهتوان جوابای دارند میی که تعدادی قید نامساوی با پارامترهای غیرقطعی بازهمسایل
در این تحقیق، ما  موردنظرریزی استوار کند. در رویکرد برنامهها در یک بازه تغییر میمانند و فقط مقدار بهینه آنسناریوها پایه باقی می

ها مانند و فقط مقدار بهینه آنای از متغیرهای پایه هستیم که تحت سناریوهای مختلف همواره عضو جواب پایه باقی میدنبال مجموعهبه
 عنوان لنگرگاه و نقطه شروعها به دنبال اجزایی از برنامه هستند که بهسازی برنامهکند؛ زیرا از دیدگاه کاربردی، مدیران برای پیادهتغییر می

ای و ظاهر شدن سناریوهای محیطی سپس در مورد مقدار بهینه و سایر متغیرهای پایه بر اساس شرایط لحظه ؛سازی، اجرا شوندپیاده
 روز صورت گیرد.گیری بهتصمیم

ایط عملیاتی های تولیدشده توسط آن در شرسازی جوابای در سادگی پیادهریزی با عدم قطعیت بازهبرنامه مسایلمزیت این رویکرد حل 
عنوان نمونه یک کارگاه تولیدی را در نظر بگیرید که ضرایب تکنولوژیکی میزان مصرف منابع توسط محصولات به دلیل بالا )و است. به

داند که مقدار بهینه ای مینیست. در این شرایط هر مدیر تولید کارکشته ییشناساقابلطور قطعی بالطبع غیرثابت( بودن نرخ ضایعات به
رسد. لذا ما در این بخش با پیروی از این ای قرار گیرد، حتما در پایان به جواب موجه میتولید از هر کدام از محصولات اگر در چه بازه

های استوار برای متغیرهای تصمیم بهینه هستیم؛ زیرا در عمل، برای هر متغیر تصمیم یک بازه مجاز وجود منطق به دنبال یافتن مقدار بازه

(۱۵) 
LP2-1: 

Max z cx,  
(۱۶) Subject to  A  x   b,     i I ,  

(۱۷)  eq eq ,     A x b i E,  

(۱۸) x 0.  

(۱۹)  A A A.  

(۲0)  eq eq eqA A A .  

(۲۱)  b b b .  

(۲۲)  eq eq eqb b b .  

(۲۳)  *x x x.  
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کننده بوده و مورد نیاز مدیران است. مدیران در شرایط عدم اطمینان نیاز دارند حدود سازی عملیاتی تعیینکه در زمان اجرا و پیاده دارد

مجاز متغیرهای تصمیم را بدانند تا بتوانند تصویر کلی از تصمیمات آینده داشته باشند. در چنین شرایطی الزاما یک مقدار صریح برای 
میم کاربردی ندارد. زیرا برای تصمیمات استوار لازم است تا مدیران بتوانند با حرکت در حاشیه امنی که به جواب موجه متغیرهای تص

 شده باقی بماند.رسد عملا اثر عدم قطعیت ورودی بر نتیجه تصمیماتشان، کنترلبهینه می

 شدهدادهتولید سناریوهای حدی به ازای یک جواب  -6

کارلو سازی مونتای پارامترهای ورودی بر فضای حل مساله، هرچند شبیهشد، برای بررسی اثر عدم قطعیت بازهطور که گفته همان
کران سناریوهای ممکن )به دلیل پیوسته بودن مقدار عنوان یک ابزار قدرتمند مورد استفاده قرار گیرد، اما به دلیل گستردگی بیتواند بهمی

جا منظور از سناریوهای حدی باشیم. در این ت ما به دنبال روشی کاراتر برای تولید سناریوهای مهم وپارامترهای غیرقطعی(، بهتر اس
پوشانی کمتری با سایر سناریوها داشته باشد. لذا ، همهرکدامست که تا حد امکان فضای جواب موجه تحت امهم و حدی سناریوهایی 

ب بهینه تحت یک سناریو دلخواه، یک سناریو جدید شناسایی کنیم که بیشترین مقدار نبال این هستیم تا با داشتن جواددر این تحقیق ما 
ما به دنبال یک سناریو  گریدعبارتبهکند؛ ها برای جواب بهینه موجود )تحت سناریوی قبلی( را تولید میخطای عدم ارضای محدودیت

 سناریوی ممکن به ازای یک جواب بهینه داده شده باشد. ها(حدی هستیم که بدترین )دارای بیشترین خطای عدم رعایت محدودیت

عنوان ضرایب تابع هدف به c شوند و پارامترهایفرض میای دارای عدم قطعیت بازه eqbو  A ،eqA ،bدر ادامه این تحقیق، پارامترهای 
توان ندارد؛ زیرا می یثیراکلیت مساله ت یبر رو cبودن ضرایب تابع هدف  یاست که فرض قطع توجهقابلشوند. می فرض مقادیر قطعی

 به مساله اضافه کرد. c x ≤ z صورت یک محدودیتبهرا سازی تابع هدف ماکزیمم

در این  تولیدشده باشد. X)1(مقداردهی شده و یک جواب بهینه  eqbو  A ،eqA ،bفرض کنید پارامترهای  ،سناریو دلخواهبه ازای یک 
ممکن است در عمل رو نشود، ولی خطای ممکن در مقدار این پارامترها با توجه به آن تولیدشده،  X)1(چون سناریوی مفروض که  ،صورت

حداکثر خطای ممکن در مقدار این پارامترهای مساله با توجه به کران بالا و پایین  ،دهیم. پسمی نشان eqδو ε،eqε،δبا را به ترتیب 
 بود:( خواهد (22) رابطهتا  (19) رابطهپارامترهای مربوطه )

شود این است که ی که مطرح میسوالموجود باشد،  X)1(مساله حل شده باشد و یک بردار جواب  eqδ و ε ،eqδ ،εنظر از اگر با صرف
باید مدل ریاضی ذیل حل شود که در آن  سوالاست. برای پاسخ به این کدام تواند روی دهد بدترین سناریویی که می X)1(به ازای این 

)1(X ،A ،eqA ،b  وeqb  پارامترهای معین و قطعی بوده وε ،eqδ، ε  وeqδ  خطای ممکن متغیر تصمیم هستند. مدل ذیل مقدار جدیدی برای
 X)1( شدهدادهیابد که جواب بهینه ای میگونه( را بهeqδو  ε ،eqδ، εمیزان تلورانس  گریدعبارت)یا به غیرقطعیدر مقدار این پارامترهای 

 .مقدار خطا، غیرموجه شود نتحت یک سناریوی قبلی تولیدشده، به بدترین شکل ممکن و با بیشتری که قبلا

(۲۴) 
LP2-2: 

Max z=CX 
(۲۵) Subhect to 

   1( A  ε  )   X   b δ,  

(۲۶) 
   eq eq eq eq1( A ε )   X b δ ,  

(۲۷) 
  1X 0.  

(۲۸)    A A ε A A.  
(۲۹)    eq eq eq eq eqA A ε A A .  

(۳0)    b b δ b b.  

(۳۱)    eq eq eq eq eqb b δ b b .  

 

(۳۲) 

NLP2-3: 

 

  i
i I

i
i E

Max z D Deq ,  

(۳۳) subject to    εX δ D  b AX ,  

(۳۴)    eq eq eq eqε X δ Deq b A X ,  

(۳۵)    A A  ε   A A.  



 

 

 

572 

پور
فق 

مو
/ 

میم
تص

ت، 
لیا

عم
در 

یق 
حق

و ت
ی 

گیر
وره 

د
8 ،

اره 
شم

3 ،
ییز

پا
 

14
02

حه: 
صف

 ،
57

7
-

56
6

 

 
 است. 2LP-2 دلم thiی میزان تعدی از تساو iDeqو  2LP-2مدل  thiمیزان تعدی از نامساوی  iDکه در آن 

شود، شده تولید میتحت یک سناریو داده eqb و A ،eqA ،bکه به ازای  2LP-2از مساله  X)1( در مقابل هر جواب بهینه موجه ،تربه بیان دقیق
3-2NLP های با مقداردهی به تلورانسε، eqδ، ε و eqδ ها به پارامترهای کند که در صورت اعمال این تلورانسیک سناریوی متضاد تولید می

شود. برای شناسایی این بدترین سناریوی حدی مربوط به بدترین شکل ممکن طرد و ناموجه می X)1(، جواب بهینه موجه قبلی 2LP-2مدل 
eqeqهای چنین ماتریسمتر و هماعنوان پاربه X)1(با دریافت  2NLP-3کافی است مساله  شدهدادهبه یک جواب موجه  eqA,A,A,A ,A ,A

eqeqeqb,b,b,bو بردارهای ,b ,bعنوان پارامترهای ورودی حل شود. بر این اساس مدل محاسبه سناریوی متضاد حدی مربوط به مدل نیز به
1MILP صورت ذیل خواهد بود:به 

یعنی  گونه خواهد بود: الگوریتم با یک سناریو دلخواهاین شدهدادههای بهینه موجه ای از جوابفرآیند تولید سناریوهای حدی برای مجموعه
kشود. سپس جستجو برای جواب بهینه می ، شروعijtدلخواه به تخصیص مقادیر 

ij ( scenariox مربوط به این سناریو توسط مدل  (1
1MILP 2-4با کمک مدل  بعدازآنشود. انجام میLP مقدار تلورانسij(scenarioε های سفر برای پارامترهای غیرقطعی زمان (1

ij(scenariot kتحت بدترین سناریو ممکن نسبت به آخرین جواب بهینه  (1
ij ( scenariox کنیم. در تکرار بعد، بر اساس تولید می (1

 با ر جدید پارامتر غیرقطعی آن برابرآخرین سناریو حدی تولیدشده که مقدا

 
kاست، جواب بهینه 

ij ( scenariox  شود.شرایط همگرایی تکرار می شود. این فرآیند تا زمان رسیدن بهیافت می 1MILPمساله  (1

ی در که مدل ریاضی مساله )چه مدل ریاضی مساله اصل وجود داردبه ذهن خواننده متبادر شود که چه تضمینی  سوالممکن است این 
جواب موجه داشته باشد. در پاسخ باید گفت  (۴۴رابطه )تا  (۴۱رابطه ) حدی درو چه مدل تولید سناریوی  (۱۴رابطه )تا  (۱رابطه )

طور که در ابتدای بخش جا هماندر این که توانیم وارد مرحله تولید سناریوهای حدی شویماصلی معتبر باشد، ما می مسالهکه چنانچه مدل 
شده ارایهبر مدل  یمبتن (۱۴ابطه )ر  تا( ۱) رابطه شده درگفتهاتوبوس مدرسه با ناوگان ناهمگن  یریابیمسریاضی مساله گفته شد، مدل  4

در مورد اعتبارسنجی مدل تولید سناریوهای حدی نیز باید گفت که اگر مدل تولید سناریوهای حدی  است. [12] یمتوسط پارک، تائه و ک
اتوبوس مدرسه با ناوگان  یریابیمساله مس یبرا یحد یوهایسنار یدتول یبرا مدل خاص یاو ( (۴0)مدل  تا (۳۲)مدل عام )در حالت 

 بارکی( جواب موجهی یافت، به معنای وجود یک سناریوی جدید است که باید مجددا به ازای آن (۴۴مدل ) تا( ۴۱))مدل ناهمگن 
( را با مقادیر جدید برای پارامترهای غیرقطعی حل کرد؛ ولی اگر مدل تولید سناریوهای حدی (۱۴رابطه ) تا( ۱) رابطه) اصلی مسالهدیگر 

 .برای سناریوهای حدی است به معنای ختم محاسبات و اتمام فرآیند جستجو جواب موجهی نیافت، ((۴۴مدل ) تا (۴۱مدل )) مساله 

(۳۶)    eq eq eq eq eqA A ε   A A .  

(۳۷)    b b  δ   b b.  

(۳۸)    eq eq eq eq eqb b    δ b b .  

(۳۹) D 0.  

(۴0) eq eq ε , ε  ,δ , δ , Deq.  آزاد در علامت 

(۴۱) 
LP2-4: 




i , j ,

i , j
i j

Max D ,  

(۴۲) Subject to.           
i . j

k k k
t i i i . j ji , j ijε T s t T m 1 x    i  , j p,iD s k ,  

(۴۳)        
i . ji . j i . j t i . j i . jt t ε t t   i  , j p,  

(۴۴)  
i . ji , j t free in sigD 0,ε i , jn p,  

     ij ij ij(scenario 2) (scenario 1) (scenarit ε ot 1).  
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 برای تولید سناریوهای حدی SELISالگوریتم  -7

ادامه  یتا زمان یحد یوهایسنار یدشود. فرآیند تولمی یدتول یوهاای از سنارمجموعه LP2-4و  MILP1مدل  یمتوال یدر صورت فراخوان
 یرمقادیرهای تصمیم، متغ یشود. پس از توقف تکرارها برا یتکرار ط ینیتعداد مع کهینا یااز سناریوها تکرار شود  یکی یایابد که می

 است. ینهبه یحد یوسنار یکها تحت از آن هرکدام کهوجود دارد  یمتعدد

 کند:می یجادرا ا یلذ یمتفاوت انواع استوار یرهایمختلف مس سناریوهای

 مانند.می یباق ینهبه یرهمواره جزو مس هایال یتحت سناریوهای مختلف برخ یمتوال یتکرارها: در یالدر  یاستوار 
 مانند.می یباق ینهبه یرتورها همواره جزو مس یتحت سناریوهای مختلف برخ یمتوال یاستوار بودن تور: در تکرارها 
 ی ثابت انجام شود.نقلیه یلهتور توسط وس یک یرتحت سناریوهای مختلف، مس یمتوال ی: در تکرارهایهنقل یلهاز وس یاستوار بودن استفاده از نوع خاص 

 نتایج محاسباتی -8

استفاده شده است.  CPLEXکننده حل مدل از حل ی. براشد یسیکدنو GAMSسازی افزار بهینهنرم یطبندی مساله در محفرمول
 یندوزو عاملستمیسو  یگابایتیگ 8 یگیگاهرتز، حافظه داخل 2٫4زش با سرعت پردا Core i7همراه با پردازنده  یانهرا یمحاسبات بر رو

 انجام شده است. 7

شد  یدتول 1جدول طبق ی بر اساس مقدار مرکز ینهجواب به یندر نظر گرفته شد. اول ± 10%هر دو گره  ینزمان سفر ب یتعدم قطع بازه
 شد. یدتول 1 یوشماره متضاد آن با نام سنار یحد یو( و سپس سنار1شکل )

 یاند که به معنتکرار شده یه،نقل یلهبدون در نظر گرفتن وس هایال یبرخ ،شودروشن می 2شکل و  1شکل  یسهکه از مقا گونههمان
شکل متضاد سوم ) یحد یومشاهده شد. سنار یال 2در  یاستوار دوباره(، 3شکل ) متضاد یحد یوسنار یناست. در دوم یال یاستوار

 یاستوار (5شکل چهارم ) یودپو( حاصل شد. در سنار-b-3-تور: دپو ی)برا یهنقل یلهدر تور و وس یاستوار یال،در  یعلاوه بر استوار (4
 یدپو(، ول-a-4-b-2-و تور )دپو یهنقل یلهوس (6شکل پنجم ) یوسوم تکرار شد. در سنار یوحاصل از سنار یهنقل یلهو تور و وس یالدر 

 یهمه تورها (7شکل ششم ) یوشدند. در سنار یافتهاستوار  یهنقل یلهدپو( بدون وس-a-b-1-5-)دپودپو( و -b-3-استوار )دپو یتورها
 .حاصل شد یهنقل یلهمه تورها و وسا یتکرار و استوار پنجم عینا یوآمده از سناردستبه

 .گره 8مثال با  یبرا هاگره ینپارامتر زمان سفر ب یرمقاد -1جدول 
Table 1- Trip times for the 8 nodes example. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1 2 3 4 5 A B دپو 
1 0 1.204 1.702 2.8 3.052 2.343 1.3 1.204 

2 1.204 0 1.204 2.06 1.878 1.166 0.89 10 

3 0.41 1.204 0 3.106 2.501 1.403 2.08 2.012 

4 2.8 1.204 3.19 0 1.612 2.22 1.5 1.204 

5 3.052 1.878 2.501 1.612 0 1.118 2.06 1.063 

a 2.343 1.166 1.403 2.22 1.118 0 1.811 1.077 

b 1.3 0.89 2.08 1.5 2.06 1.811 0 10 

 0 10 1.077 1.063 1.204 2.012 10 1.204 دپو



 

 

 

574 

پور
فق 

مو
/ 

میم
تص

ت، 
لیا

عم
در 

یق 
حق

و ت
ی 

گیر
وره 

د
8 ،

اره 
شم

3 ،
ییز

پا
 

14
02

حه: 
صف

 ،
57

7
-

56
6

 

 حاصل از یک سناریو دلخواه. یرهایمس -1شکل 
Figure 1- The routes resulting from an arbitrary scenario.      

 مسیر های حاصل از سناریو اول. -2شکل   
Figure 2- The routes resulting from the first scenario.  

 مسیرهای حاصل از سناریو دوم.  -3شکل 
Figure 3- The routes resulting from the second scenario 
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 مسیر های حاصل از سناریو سوم. -4 شکل

Figure 4- The routes resulting from the third scenario. 

 مسیر های حاصل از سناریو چهارم. -5شکل 

Figure 5- The routes resulting from the fourth scenario. 

 

        مسیر های حاصل از سناریو پنجم. -6شکل 

Figure 6- The routes from the fifth scenario. 

 

 

 

 

 

 

b 

3 1 

2 

5 
4 

    

a 

 

b 

3 1 

2 

5 
4 

    

a 

 

b 

3 
1 

2 

5 
4 

    

a 



 

 

 

576 

پور
فق 

مو
/ 

میم
تص

ت، 
لیا

عم
در 

یق 
حق

و ت
ی 

گیر
وره 

د
8 ،

اره 
شم

3 ،
ییز

پا
 

14
02

حه: 
صف

 ،
57

7
-

56
6

 

 

 مسیر های حاصل از سناریو ششم. -7  شکل

Figure 7- The routes from the sixth scenario. 

 گیریبندی و نتیجهجمع -9

 یبرخ یها و استواربازه یدر برخ هایال یبرخ یاستوار یانگرهای مختلف بدر بازه یوها( حاصل از سنارهایالو  یرهاهای )مسجواب یسهمقا
اند. یدهرس یهمه تورها به استوار ،دارد یو قطع یهاول یرمقاد از 53%ششم که زمان سفر فاصله  یودر سنار. است یگرهای دتورها در بازه

اتوبوس  یابیمورد استفاده در مساله مسر یو اعتبار متدولوژ یدرست ریزی استوار نشان دهندهبرنامه یتمشده با الگورسناریوهای حل یجنتا
 مدرسه است.

ریزی در شرایط عدم اطمینان سناریوهای حدی متناقض توسعه داده شد، برنامهجا برای تولید که در این SELISترین کاربرد الگوریتم مهم
عنوان نمونه است. ما به دنبال بررسی اثر عدم قطعیت پارامترهای محیطی مساله بر روی بازه موجه متغیرهای تصمیم بهینه هستیم. به

ها است، ها یا هزینه فعالیتایط عدم قطعیت زمان انجام فعالیتریزی تولید در شرکاربردی، زمانی که یک مدیر به دنبال حل مساله برنامه
ریزی، کار را آغاز کند و هر زمانی که اطلاعات جدیدی از پارامترهای محیطی دریافت کرد، فقط مقدار برخی دهد پس از برنامهترجیح می

ها محدود است، باید تثبیت شوند که طول بازه بهینه آنیعنی متغیرهای تصمیمی ؛ متغیرهای تصمیم را تغییر دهد که تلورانس بیشتری دارند
های موجه باید از طریق تغییر در متغیرهای تصمیمی باشد که بازه تغییرات مجاز و حرکت به سمت موجه کردن جواب و رسیدن به جواب

د تغییرات مقدار کدام متغیرهای تصمیم تاثیر دهد که از ابتدای کار بدانناین بینش را به مدیران می SELISتر است. الگوریتم ها گستردهآن
صورت شناور و به مرور پیشرفت کمتری روی کاهش بهینگی و تاثیر بیشتری روی موجه کردن جواب دارند تا در ادامه مقدار این متغیرها را به

 کار تعیین و تثبیت کنند.

برای بررسی نحوه کنترل  SELISویسنده به دنبال استفاده از الگوریتم ها در شرایط عدم قطعیت، نگونه تحلیلبا توجه به اهمیت کاربردی این
است. لذا  ...ریزی تولید و بندی پروژه، برنامهریزی ریاضی از جمله زمانهای برنامهای پارامترها در سایر مدلو مدیریت عدم قطعیت بازه

برای مواجهه با عدم قطعیت فازی و سایر انواع  SELISگوریتمی مشابه ای، الجز عدم قطعیت بازهشود بهعنوان تحقیقات آتی پیشنهاد میبه
 ها قبلا توسعه داده شده است، توسعه یابد.ریزی ریاضی خطی آنریزی که مدل برنامهبرنامه مسایل
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