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Purpose: Providing an analytical approach to minimize risk to a situation that traders deal with model risk, as a financial 
risk arises by choosing an approximation model, for the underlying securities status in financial estimates. 

Methodology: Improving the standard binomial pricing model and using the equivalence portfolio mechanism in a 
particular incomplete market situation which traders are uncertain about the actual status space of the stock binomial 
process. 

Findings: From a research aspect, a model of approximation was provided and generalized with different hypotheses 
that minimizes the risk of the model for pricing call options. From an applied practical aspect, the results give to financial 
institutions the outlook to predict a mechanism to moderate excessive volatilities in the markets related to options. 

Originality/Value: The study of the model risk is performed by maintaining the simple framework and elegance of the 
binomial model and then it is proved that by defining the optimality in the sense of minimum mean-square errors, the 
choice of an optimal approximation model is possible. In addition, the implementation and efficiency of the method for 
the multi-period model are explained. 

Keywords: Equivalence portfolio, Risk minimization, Model risk, Option pricing, Approximation model and optimal 

decision. 
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 مقدمه و پیشینه تحقیق   - 1

 یارمشخص هستند، فروشنده اخت  یقرارداد  هاییژگیو  یدارا  یاراتاخت  شوند،یم  دادوستد  یمال  یکه در بازارها  یاوراق بهادار متعدد  یاندر م
، بلک، 1970 یدهه  یل. در اواکند ی ضرر نم یاراخت یدخر یبرا   یهاول یاز پرداخت یش ب یدارقرار دارد، اما خر ینامحدود یسک در معرض ر

و   اخت  یمتق  یینتع   ی برا  یدجد  یهنظر  یک   1مرتونشولز  مهم  یشنهادپ  ییاروپا  یارمنصفانه  اکردند.  از  تجار  یک ها  آن  ین،تر   یراهبرد 
، مؤسسات ازآنپس نمودند.  داشته باشد، ارائه    یاراتکاملًا برابر با اخت  یینها  یدیکه عا  2ساز معادل  یپرتفو  یک   یجادا  یبرا  فرد منحصربه

با ا  یاراتاز آن، اخت  یبردارو با بهره   ین تئور یا  یبر مبنا  یمال   یده ساز نامکه اصطلاحاً معادل  یپرتفو  یک   یجادرا فروخته و خودشان را 
ورنر  ی)ناتوسک  نمایندیم  ینتأم  شود،یم و2014،  3و  پرتفو2003،  4هور   یل؛  ترک معادل  ی(.  ر  یبیساز  بدون  قرضه  اوراق  و    یسک از 

  طور به  ترییچیدهپ  یگذارارزش   یهامدل  کهین ا  باوجود.  باشدیمشتقه م  ییدارا  یداتبرابر عا  یقاً آن دق  یدیاست که عا  یسک با ر  هایییدارا
  ین، بنابرا؛  است  ماندهی باقخود    یبه قوه   یریتیاهداف مد  یساز مؤثر برامعادل  یپرتفو  یجادا  یتشدن هستند، اما اهم  یمنظم در حال معرف 

نباشد،   یسر ساز مؤثر ممعادل  یپرتفو  یجادقرار دارند. اگر ا یشینخالص پ  یسک کمتر از ر  یسک ر  ض مؤسسات در معر  یسازمعادل  ینبا ا
 

1 Black, Scholes and Merton 
2 Replicating Portfolio 

3 Natolski and Werner 
4 Wielhouwer 

                       

 و تحقیق در عملیات گیریتصمیم 
   489-495(،  1401)(، 3، شماره )7دوره  

 www.journal-dmor.ir 

 پژوهشی   نوع مقاله: 

 یارات مرتبط با اخت   ی در بازارها   مدل   یسک ر   باوجود   یری گ   یم و تصم   ینه به   یب مدل تقر 

     * زاده ترک لیلا   
 .ریاضی، آمار و علوم کامپیوتر، دانشگاه سمنان، سمنان، ایرانریاضی، دانشکده گروه  

 

منتج از  یمال  یسکر یک عنوانبه مدل  یسکگران با رکه معامله  یتیموقع یبرا یسکر یسازحداقل منظوربه یلیتحل یافتارائه ره  هدف:
 روبرو هستند.  ی،مال یاوراق بهادار مبنا در برآوردها یتوضع یفضا  یبرا یب،انتخاب مدل تقر

 یتساز در وضعمعادل  یاستاندارد و استفاده از سازوکار پرتفو یادوجمله یاراخت گذارییمتبهبود مناسب مدل ق  شناسی پژوهش:روش 
 طمئن هستند. سهام، نام  یادوجمله یندفرا  یواقع یتوضع یگران در مورد فضااز بازار ناکامل که معامله یخاص
 گذارییمتق یمدل را برا یسکداده شد که ر میو تعم یطراح یبمدل تقر یکمختلف  هاییهبا فرض یقاتی،تحق اندازچشم از  ها:یافته 
 یکه در بازارها سازد ی را فراهم م  ینشب ینا یمؤسسات مال یحاصل برا یجنتا ی،کاربرد عمل یدگاه. از درساندی به حداقل م  یدخر یاراتاخت

 . یند نما بینییشاز حد پ یادهنوسانات ز یلتعد یبرا  وکارساز یک یاراتمرتبط با اخت
  شودیانجام و سپس اثبات م  یاو ظرافت مدل دوجمله  مدل با حفظ چارچوب ساده  یسکر یمسئله یبررس  اصالت/ارزش افزوده علمی:

و  سازییاده پ علاوه براین است. یسرم  ینهبه یبمدل تقر یکمربع، انتخاب -یانگینم  یبه مفهوم حداقل خطاها ینگیبه یفکه با تعر
 . شود یم  یینتب یزن یامدل چند دوره  یروش برا ییکارا

 . یب و تصمیم بهینهمدل تقر یارات،اخت گذارییمتمدل، ق یسکریسک، ر یسازحداقل  ساز،معادل  یپرتفو ها:کلیدواژه 

 چکیده 
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 یافت . رهشوندی وبرو مر  یهاز سرما یتوجه قابل  یزاناز دست دادن م یسک با ر  یاربازار، فروشندگان اخت یاشتباه از روند حرکت یابیارز یک با 
صادره    یار اخت  یک بازده    یتراژساز است. مطابق اصل آربمعادل  یپرتفو  یجادو ا  یاراتاخت  اریگذارزش   یبرا  یکرد رو  ترینیعموم  یتراژ،آرب
  یهاو سهام در نسبت  یسک خاص که متشکل از اوراق بهادار بدون ر  یپرتفو   یک معامله    یقاز طر  تواندیم  یسک،اوراق بهادار با ر  یرو

توسعه   یبرا  یفرض اساس   یک داشته باشند.    یکسان  یدیساز عامعادل  یو پرتفو  یهاول  یاراتاخت  کهیطوربهگردد    یسازمناسب است، معادل
ا  یهنظر معامله   ین فوق  که  کاملاست  دانش  حرکت  یگران،  روند  دا  یمتق  یاز  مبنا  محالنیباارند.  سهام  نشان  تجربه  عملًا  که   دهدی ، 

را با در نظر گرفتن   یاعمده مدل دوجمله  طوربه   گراناملهنمونه، مع   ی. براسازد ی را ممکن نم  یفرض   ینچن  یرش پذ  مترقبهیرغ  یشامدهایپ
  ید جد  یسهام جار  متی باقتا    شودی م  «ی»بازساز  یدر هر دوره زمان  یا، درخت دوجمله درواقع.  کنندیم  سازییاده سهام پ  یخیتار  یمتق

 یمت ق  یراخ  ییراتاساس تغ   برن ییپار بالا و  ی اغلب مقاد  ین،است، مطابقت داشته باشد. علاوه بر ا  یدرخت اصل  یشگوئ یپکه متفاوت با  
 یعملکردها  ینچن  یلیتحل  یهمقاله، پا  ین. در ااست  «یاپو  یعملکرد منتسب به »بازساز   یوه ش   ینخواهند شد، ا  یسهام، مجدداً مقدارده

 .کنیمیاستاندارد استفاده م  ایدوجمله   یاراخت  گذارییمت مدل، از بهبود مناسب مدل ق  یسک لحاظ کردن ر  منظوربه .  میینمای م  یا خاص را مه 

  ی با شکل خاص   ی،تئور  نظرازنقطهسهام، دچار ابهام هستند،    یادوجمله   یندفرا  یواقع   یت وضع   یگران در مورد فضاکه معامله   یدر اقتصاد
، 3دیرکر و دیرکر یکر،مثال د  ی)برا  یاز متون علم  یتوجه قابل . تعداد  (2021،  2؛ مونیگ 2013،  1)ژانگ و هان  یماز بازار ناکامل مواجه هست

اوراق بهادار    یوجود دارند که به کامل کردن بازار، با معرف(  دییفرمارا ملاحظه    2011،  6وژ؛  2007،  5ن؛ هندرسو2005،  4؛ گاندل2012
مقاله   ینبه اهداف ا  یل ن ی را برا رهیافت ین. اپردازندی دارند، م ی گذارارزش باز امکان  اند و نبوده  یلدخ  یه اول گذارییمت افزوده که در ق یهپا
و شا  در.  کنیمینم  یشنهادپ واقع   یدعوض  بازار  کارکرد  با  مفر  ی،سازگارتر  را    یتوضع   یفضا  یک   یسادگ بهگران  معامله  کنیمیض  خاص 

 یبکه مدل تقر  یرندرا در نظر بگ  یتواقع   ینگران امعامله   یدبا  ین. همچنبریمی نام م  یبمدل تقر  عنوانبه   ازآنپس  ینکه ز  کنندیانتخاب م
را حداقل سازد.  یبتقر ینا موجببه حاصل   یآن است که خطاها ینهانتخاب به  یک است. متعاقباً،  هولمج یتوضع  یاز فضا یبیتنها تقر

. اجمالًا دهیمیارائه م  یدخر  یاراخت  یک   یگذارارزش   یرا برا  یروش   رونیازااست و    فرد منحصربه  یانتخاب  ینچن  دهیمینشان م  ینعلاوه بر ا
  یسک ر  توانیدوماً، چگونه م  یست؟چ  ینهزم  یندر ا   یمنطق   یبتقر. اولًا، مدل  یمهست  یرمسائل ز  رد مند به بحث در مو مقاله، علاقه  یندر ا

  یک  هاییتمقاله، محدود  ینمؤثرتر خواهد بود؟ در ا  ینینمود؟ سوماً، چه نوع راهبرد تأم  یسازو مشخصه  یفتعر  یرسم  طوربه مدل را  
  یساز مبتنمعادل  یکردهایمهم است چون رو  یار له بسمسئ  ین. ادهیمیرات مدنظر قرار میااخت  ینو تأم  یگذارارزش   ینمونه بازار کامل را برا

. ساختار گیرندی قرار م  مورداستفاده  یارت، هنگام صدور اخت  یسک کاهش ر  منظوربه   ی،توسط مؤسسات مال  طورمعمولبه بازار کامل    برفرض 
 3. بخش  شودیارائه م  یا دوجمله   گذارییمتبر اساس مدل ق  ی اتک دوره  افتهی بهبود مدل    یک ،  2. در بخش  باشدیم  یرمقاله به شرح ز  ینا

، مدل تک 4است. در بخش  افتهیاختصاص ،افتهی بهبود  یامدل در چارچوب ساده مدل تک دوره  یسک و ر یبمدل تقر یلو تحل یفبه تعر
 . شود یم گیریه یج مقاله نت یناز ا 5و سرانجام در بخش  شودی داده م یمتعم یامجموعه چند دوره  یک به  یادوره 

 یارات اخت   گذارییمت ق   ی برا  ی اتک دوره   یا بهبود مدل دوجمله   - 2

دهیم. ابتدا با توصیف مدل تک ای استاندارد را توسعه می گذاری اختیار دوجمله از مدل قیمت  یه یبد  ریغ  افتهی بهبوددر این بخش یک روش  
ای گذاری اختیار دوجملهکنیم که در آن دو نوع اوراق بهادار اولیه، سهام و اوراق قرضه مورد معامله هستند. در مدل قیمتای آغاز میدوره 

، 7سازی شده است )هال ی وضعیت گسسته، که تنها شامل دو حالت ممکن است، مدلاستاندارد، عدم قطعیت آینده از طریق یک فضا
 شوند: ها به کمک ارزش نهایی سهام به شکل زیر مشخص میاز این وضعیت هرکدام(. 2006

و    𝑆(0) که در آن پایین قیمت می  𝑑و     𝑢قیمت اولیه سهام است  بالا یا  به  ها  باشند. علاوه بر این، تمام کارگزاریبه ترتیب میزان تغییرات 
باشند. در مقابل سهام، اوراق قرضه یک نوع اوراق    1و    0های حرکت رو به بالا یا پایین قیمت مؤکداً بین  دارند که باید احتمال   نظراتفاق

دلار    1دلار باشد در هر وضعیت نهایی ارزش آن همان    1ز کلیت، اگر قیمت اولیه ورقه قرضه  بهادار فاقد ریسک هستند، یعنی بدون کاستن ا
 خواهد بود.

 

1 Zhang and Han 
2 Moenig 
3 Dierker and Dierker 

 

4 Gundel 
5 Henderson 
6 Zhou 
7 Hull 

 𝑆𝑢
(1)
= 𝑢 𝑆(0), 𝑆𝑑

(1)
= 𝑑 𝑆(0). 
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میزان تغییرات بالا و پایین قیمت در زمان صفر   𝑑و     𝑢ای استاندارد، عموماً فرض بر این است که  گذاری اختیار دوجمله در مدل قیمت
کنیم که فضای وضعیت در زمان صفر یک آگاهی عمومی نیست اما  این مدل، فرض مییک آگاهی عمومی و مشترک هستند. خارج از  

 در عوض با استفاده از فرض زیر قابل توصیف است. 

وجود دارد. هر عضو از این    1از فضاهای وضعیت ممکن در زمان    𝛺(𝑊1)ی  ها بر این باورند که یک مجموعه همه کارگزاری   .1فرضیه  
 یت به شرح زیر است:مجموعه مشتمل بر دو وضع 

 
𝜎که در آن   >  شدهمشاهده، فقط تحقق آن  1یک متغیر تصادفی است که توزیع آن در زمان صفر بر همگان روشن است اما در زمان    𝑊1و    0

 ، رابطه زیر همواره برقرار است:𝐼1برای هر توزیع  یسادگ بهاست. 

مشخص است که   یخوب به ، این مسئله  درواقعشرط فوق به این معنی است که نه سهام و نه اوراق قرضه، یک اوراق بهادار غالب نیستند. 
آن همیشه بیشتر از بازده سایر اوراق بهادار است،   1اگر اوراق بهادار غالبی وجود داشته باشد، برای مثال اوراق بهاداری که بازده زمان  

نامحدود و یا از طریق    یهاباعرضهسود سوداگران    یحداکثر سازتعادلی ممکن نخواهد بود. در سیستم قیمت تعادلی ابزار  آنگاه هیچ  
 ذخیره اوراق بهادار وجود ندارد.

ر گردد.  تعبی  1تردیدی در مورد فضای وضعیت واقعی در زمان    عنوانبه تواند  می  𝑊1وجود دارد. اولًا، جمله نوفه   1فرضیه دو تفسیر برای  
تنها شامل   هاآناز     هرکدامهای فضای وضعیت وجود دارند )که  ، یک تعداد متناهی از مجموعه𝑊1، در زمان صفر، بسته به توزیع  درواقع

دادند، گذاری را انجام می گران از فضای وضعیت درست، که باید تحت آن ارزش نمایان شود، معامله  𝑊1  کهیهنگامدو وضعیت هستند(.  
توان   می بیترت نی ابه های »بالا« و »پایین« است و حاکم بر روند گسترش بین وضعیت  𝑊1خواهند شد. همچنین روشن است که  مطلع 
یک مؤلفه تلاطم تصادفی در نظر گرفت. دوماً، حتی اگر نوسان واقعی ثابت باشد، هنوز هم محتمل است که برآورد آن    عنوانبه آن را  

بیانگر لگاریتم تلاطم در نقطه    ln(𝜎)یک تفسیر انحصاری، اگر    صورتبه گیری تصادفی باشد. در این حالت، نه  دارای خطاهای اندازه 
 باشد، آنگاه داریم:  t عی در زمان لگاریتم تلاطم واق ln(𝜎𝑡)برآورد و  

 است.  1نوفه سفید  𝑊𝑡اینجا 

 ساز مدل معادل   ی و پرتفو   یب مدل تقر   - 3

 چون ، مراجعه کنید(،  2007  ،در بخش قبل متناظر با یک بازار ناقص است )به هندرسون  شدهفیتوص است که اقتصاد    ملاحظه قابل 
پایانی ممکن نمی میرا شود، همه وضعیت  𝑾𝟏حالتی که توزیع  جزبه  تنها  های  اوراق قرضه و سهام پوشش داده شوند،    لهیوس بهتوانند 
کرد.   طوربه توان  نمی  کهیطوربه  ایجاد  را  بازدهی معادل یک اختیار خرید  اولیه،  بهادار  اوراق  از  پرتفوی مناسب  با تجارت در  کامل 
مند به بررسی نمونه بازار کامل  دارد، بازار کامل خواهد بود. ما علاقه  𝑊1گری که درک کاملی از جزئیات تحقق معامله، برای گری دان یببه 

زیاده از حد نباشد، استفاده از آن برای تقریب فضای وضعیت واقعی   𝑊1نیز هستیم. یک راهبرد ساده این است که اگر میزان عدم قطعیت  
می  نظر  به  معقول  می  تبعبه سد.  رمجهول،  فرض  معاملهآن،  پیشکنیم  برای  صفر  زمان  در  دسترس  مورد  اطلاعات  تمام  از  بینی  گران 

تر، تعریف زیر را  مدل تقریب در نظر بگیریم. به بیان دقیق  عنوانبه کنند که باید آن را  استفاده می  1ترین فضای وضعیت در زمان محتمل
 دهیم. برای »مدل تقریب« ارائه می 

 نماید:ی حداقل سازی زیر را مهیا می های مسئلهاست که جواب (𝑢0,𝑑0)مدل تقریب یک زوج از اعداد حقیقی  - 1تعریف  

 

 

1 White Noise 

 𝑢1 = exp (+𝜎 exp (𝑊1)). 
 𝑑1 = exp (−𝜎 exp (𝑊1)). 

 0 < 𝑑1 < 1 < 𝑢1. 

 ln(𝜎𝑡) = ln(𝜎) + 𝑊𝑡. 
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ای لااقل از اوایل گسترده طوربهاست. معیار بهینگی حداقل میانگین مربعی پیشنهادی  𝑊1عملگر امید ریاضی روی توزیع [ . ]Eکه در آن  
زمانی که    خصوص به برای حل مسائل اقتصادی مختلف از قبیل، تولید بهینه، مسائل تخصیص، کنترل و مدیریت موجودی،    1950دهه  

(. همچنین در امور مالی،  2012،  2؛ وو و همکاران 2011،  1بوده است )هارمن و ستلاجتر   مورداستفادههای آتی تصادفی هستند،  فروش 
بیشتری   مشابه  عموماً  اندقرارگرفته  ی موردبررس معیارهای  و  میانگینتکنیک   عنوانبه ،  تأمینی  می-های  شناخته  و  واریانس  )فونتانا  شوند 

سازی دلخواه از ها عمدتاً به مشخص. این تکنیک (دییفرماتر مشاهده  را برای جزئیات بیش   2008،  4تورنجاز ؛ لازریوا و  2012،  3شویزر
نیستند. یکی از  مورداستفادهگذاری ای که در آن احتمالات ذهنی برای قیمت اندازه مارتینگل نیاز دارند، برخلاف ایده اساسی مدل دوجمله 

سازی  کمینه  است. مسئله  یسازبد مشخصشکل  ای استاندارد ولی با مدنظر قرار دادن مبرداری از سادگی مدل دوجمله اهداف این مقاله بهره 
زیر برای آن به دست   فرد منحصربهپذیری، جواب  استاندارد است  و با توجه به شرایط انتگرال  یشگوئ یپی  ( یک مسئله1در )  شدهفیتوص 
 آید: می

تعیین    1سازی مدل پرداخت اختیار در زمان  های سهام و اوراق قرضه را برای معادلگران کمیتمحاسبه گردیدند، معامله  𝑑0و    𝑢0نکهیازاپس
 ساز باید معلوم شده باشند. ها برای ایجاد پرتفوی معادلکنند. این کمیتمی

  آمده دستبه های سهام و اوراق قرضه است که با حل سیستم معادلات خطی زیر  از کمیت  (𝛼0,𝛽0)ساز مدل، زوج  پرتفوی معادل  - 2تعریف  
 است: 

𝑆̃𝑢که در آن
(1)
= 𝑢0 𝑆

𝑆̃𝑑و    (0)
(1)
= 𝑑0 𝑆

قیمت    𝐾های بالا و پایین هستند و اگر ، به ترتیب در وضعیت1های سهام مدل در زمان  قیمت   (0)
 توافقی اعمال اختیار باشد،

  شده یمعرفنسبت تأمینی    عنوانبه   𝛼0گذاری اختیار، های بالا و پایین هستند. در ادبیات قیمت در وضعیت  1ارزش اختیار خرید مدل در زمان  
0توان نشان داد که  و می ≤ 𝛼0 ≤ 1. 

 عبارت است از:  ( 2سیستم ) جواب یکتای  

، ارزش این پرتفوی برابر  1است که در زمان    ملاحظه قابل شود.  ساز مدل مبادرت میهای پرتفوی معادلدر ادامه به بررسی برخی ویژگی
 است با:

 کنیم: زیر بازنویسی می  صورتبه ،  ب(- 3)را با استفاده از  ب( - 4) و    الف(- 4) معادلات  یسادگ به حال 

 

1 Harman and Štulajter 
2 Wu and et al. 

3 Fontana and  Schweizer   
4 Lazrieva and Toronjadze 

Min𝑢0E[(𝑢1𝑆0 الف( -1)    − 𝑢0𝑆0)
2]. 

Min𝑑0E[(𝑑1𝑆0 ب( - 1) − 𝑑0𝑆0)
2]. 

 𝑢0 = E[𝑢1],  𝑑0 = E[𝑑1]. 

𝛼0𝑆̃𝑢 الف( - 2)
(1)
+ 𝛽0 = �̃�𝑢

(1)
. 

𝛼0𝑆̃𝑑 ب( - 2)
(1)
+ 𝛽0 = �̃�𝑑

(1)
. 

 �̃�𝑢
(1)
= Max(𝑆̃𝑢

(1)
− 𝐾,0). 

𝛼0 الف( - 3) =
�̃�𝑢
(1)
− �̃�𝑑

(1)

𝑆̃𝑢
(1)
− 𝑆̃

𝑑

(1)
. 

𝛽0 ب( - 3) = �̃�𝑢
(1)
− 𝛼0𝑆̃𝑢

(1)
= �̃�𝑑

(1)
− 𝛼0𝑆̃𝑑

(1). 

𝑉𝑢 الف( - 4)
(1)
= 𝛼0𝑆𝑢

(1)
+ 𝛽0. 

𝑉𝑑 ب( - 4)

(1)
= 𝛼0𝑆𝑑

(1)
+ 𝛽0. 

𝑉𝑢 الف( - 5)
(1)
− �̃�𝑢

(1)
 = 𝛼0(𝑆𝑢

(1)
− 𝑆̃𝑢

(1)
). 
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 از روابط فوق، قابل استنتاج است که: 

ساز مدل، یک برآورد نااریب از ارزش واقعی آن است. بیانگر این واقعیت هستند که ارزش نهایی مورد انتظار پرتفوی معادل  (6عبارات ) 
) از   اندازه  میابیی درم  (7روابط  مدل،  نوفه  طوری که  تغییرات  مقادیر  چون  است  شده  حداقل  مربعی،  میانگین  خطای  با  شده  گیری 

E[(𝑆𝑢که  اندشدهانتخاب
(1)
− 𝑆̃𝑢

(1)
E[(𝑆𝑑و    [2(

(1)
− 𝑆̃𝑑

(1)
 حداقل مقدار خود را اختیار کنند.  [2(

𝑉𝑢ینه، مقادیر این مفهوم هستند که در راهبرد تجارت به   کنندهان ی باساساً    (7) و  (  6معادلات ) 
𝑉𝑑و    (1)

های مدل بهترین تقریب قیمت  (1)
�̃�𝑢یعنی 

�̃�𝑑و   (1)
 خواهند بود.   (1)

 گر ی دان یببه ساز همواره کمتر از ریسک مدل پیشین بعلاوه نوفه مدل است، ریسک واقعی پرتفوی معادل -1گزاره  

 )دقیقاً همین عبارت در وضعیت »پایین« نیز درست است(. 

 ، داریم: الف(- 5معادله ) با استفاده از  - اثبات 

E[(𝐶𝑢چون  
(1)
− �̃�𝑢

(1)
)(𝑆𝑢

(1)
− 𝑆̃𝑢

(1)
)] ≥  برقرار است. (8نامعادله ) ، بنابراین  0

 منظوربه ،  حالن یبااهای اقتصادی این مقاله مفید است؛  نمایان ساختن انگیزه   است برای  شدهداده ای که در این بخش توسعه  ساختار ساده 
 (.2006 ،ای بسط دهیم )هالتر، باید این ساختار را به یک چارچوب چند دورهیابی به یک مدل واقعیدست

 گسسته   ی اچند دوره بسط مدل به حالت    - 4

ای است، ایده اصلی همانند مدل تک دوره  کهیدرحالدهیم.  ای گسسته بسط میای را به یک مدل چند دورهدر این بخش، مدل تک دوره
کید قرار می ای، فرایند قیمت سهام یک فرایند منشعب  ، در اقتصاد چند دورهدرواقعدهیم.  اما برخی از نکات حائز اهمیت را مورد تأ

گران بر این عقیده هستند که تنها دو وضعیت ، تمام معامله 1شود. در زمان  آغاز می    𝑆(0)است. مدل در زمان صفر از وضعیت  یادوجمله 
  1وضعیت در زمان    دهندهنشان   𝛺1هستند. فرض کنید    یدسترس قابل های »بالا« یا »پایین«  تنها وضعیت  گری دان یببه ممکن وجود دارد،  

𝛺1با   ∈ {𝑢1,𝑑1}   باشد. سپس، وابسته به𝛺1  و روند حرکتی فرایند به »بالا« یا »پایین«، وضعیت𝛺2   با 

1یابد. یعنی برای ادامه می   𝑁پیش روی ما است. فرایند فضای وضعیت به این شکل تا دوره آخر مثلًا  ≤ 𝑖 ≤ 𝑁  ه  وضعیت دورith ،𝛺𝑖  ،  
با   𝛺𝑖  گری دعبارتبه آید،  به دست می    𝛺𝑖−1از ترکیب روند حرکتی در این دوره  ∈ {𝑢𝑖𝛺𝑖−1,𝑑𝑖𝛺𝑖−1}  بنابراین فرایند قیمت سهام  .𝑆(𝑖) ،

–درخت دودوئی در مرحله   صورتبه  𝑖 2ام مشتمل بر𝑖  1حالت خواهد بود. یعنی برای ≤ 𝑖 ≤ 𝑁: 

کنیم که قیمت اوراق قرضه  تحول قیمت سهام وابسته به مسیر است. علاوه بر این، فرض می  یکنندهفیتوص کنید که فرایند  مشاهده می
𝜎باشد. همچنین با  دلار می   1ها برابر  ی زماندر همه  > زیر   صورتبه ساختار تصادفی حرکت بالا و پایین قیمت در امتداد زمان را    0

 کنیم: مشخص می

𝑉𝑑 ب( - 5)

(1)
− �̃�𝑑

(1)
= 𝛼0(𝑆𝑑

(1)
− 𝑆̃𝑑

(1)
). 

E[𝑉𝑢 الف( - 6)
(1)
− �̃�𝑢

(1)
] = 0. 

E[𝑉𝑑 ب( - 6)

(1)
− �̃�𝑑

(1)
] = 0. 

Var[𝑉𝑢 الف( - 7)
(1)
− �̃�𝑢

(1)
] = E[(𝑉𝑢

(1)
− �̃�𝑢

(1)
)2] = 𝛼0

2E[(𝑆𝑢
(1)
− 𝑆̃𝑢

(1)
)2]. 

Var[𝑉𝑑 الف( - 7)

(1)
− �̃�𝑑

(1)
] = E[(𝑉𝑑

(1)
− �̃�𝑑

(1)
)2] = 𝛼0

2E[(𝑆𝑑
(1)
− 𝑆̃𝑑

(1)
)2]. 

(8 ) E[(𝐶𝑢
(1)
− 𝑉𝑢

(1)
)2] ≤ E[(𝐶𝑢

(1)
 − �̃�𝑢

(1))
2
] + E[(𝑉𝑢

(1)
− �̃�𝑢

(1))
2
]. 

 E[(𝑉𝑢
(1)
− 𝐶𝑢

(1)
)2] = E[(𝐶𝑢

(1)
− �̃�𝑢

(1)
)2 − 2 𝛼0(𝐶𝑢

(1)
− �̃�𝑢

(1))(𝑆𝑢
(1)
− 𝑆̃𝑢

(1)) +  𝛼0
2(𝑆𝑢

(1)
− 𝑆̃𝑢

(1)
)2].  

 𝛺2 ∈ {𝑢2𝛺1,𝑑2𝛺1} = {𝑢2𝑢1,𝑢2𝑑1,𝑑2𝑢1,𝑑2𝑑1}. 

 𝑆(𝑖) = {  
   
 
𝑢𝑖 𝑆

(𝑖−1),         حرکت قیمت به بال

𝑑𝑖 𝑆
(𝑖−1),       حرکت قیمت به پایین

 

 𝑢𝑖 = exp (+𝜎 exp (𝑊𝑖)). 
 𝑑𝑖 = exp (−𝜎 exp (𝑊𝑖)). 
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 کنیم:سازی زیر را حل می تبیین مدل تقریب، ابتدا مسائل بهینه  منظوربه در ادامه، 

1ها برای  ، جواب3مشابه بخش  ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 از اندعبارت 

1که   𝑗در هر مرحله مانند   رونیازا ≤ 𝑗 ≤ 𝑖 −  شود: زیر تعریف می صورتبه، مدل تقریب 1

 :کهیطوربه های تغییرات بالا و پایین است ای از اندازهمجموعه   jthمدل تقریب در دوره  - 3تعریف  

1فرایند قیمت سهم مدل به ازای هرمتعاقبا،  ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 −  شود: ، با معادلات بازگشتی زیر بیان می 1

𝑗  کهیهنگامعلاوه بر این،  = 𝑁 −  :می رادار،شرط زیر  1

 بازسازی مدل برای دوره قبلی است.  منظوربه که به معنی استفاده از قیمت سهام واقعی 

ی زمانی به دوره دیگر مجدداً تنظیم شوند های تصادفی مستقل باشند، آنگاه نیاز نیست مقادیر بالا و پایین از یک دورهها نوفه 𝐼𝑖اگر  -2گزاره  
 »بازسازی پویا« موجه نیست(.  گری دانیببه )

0برای هر دوره   -ثباتا  ≤ 𝑗1 ≤ 𝑗2 ≤ 𝑖 −  آوریم:، به دست می1

مقدار تغییرات آینده است، زیرا تمام امیدهای شرطی    یشگوئ ی پ ارتباط به  یک توضیح شهودی، اطلاع از مقدار تغییرات گذشته بی  عنوانبه 
از  امید غیرشرطی  می 𝐼𝑖به  تبدیل  معادل  محضبه شوند.  ها  پرتفوی  تعریف  به  اقدام  شد،  تقریب مشخص  مدل  دوره  اینکه  در  مدل     𝑗ساز 

 .میینمایم

های های اوراق قرضه و سهام است که با حل سیستماز زوج کمیت   (𝛼𝑗−1,𝛽𝑗−1)مجموعه    jthی  ساز مدل در دوره پرتفوی معادل  -4تعریف 
 آید:معادلات خطی زیر به دست می

𝑆̃𝑢در عبارت فوق 
(j)
= 𝑢𝑗−1 𝑆̃

(𝑗−1)     و𝑆̃
𝑑

(j)
= 𝑑𝑗−1 𝑆̃

(𝑗−1)   دهند. بازده نهایی  های سهام مدل را در هر حالت نهایی نسبی مربوطه نشان می قیمت
𝑖اختیار خرید برای   = 𝑁   به صورت�̃�𝑢

(𝑁)
= Max(𝑆̃𝑢

(𝑁)
− 𝐾,0)   و�̃�𝑑

(𝑁)
= Max(𝑆̃𝑑

(𝑁)
− 𝐾,0) 1که و هنگامی ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 −  با  1

 گردند. معین می

–کنند تا مقادیر سهام و اوراق قرضه در دوره حل می   𝑁بازگشتی و پسرو با شروع از دوره    صورتبه گران این مسئله را  ، معاملهرونیازا 𝑗 ام را
 محاسبه کنند. 

 Min𝑢𝑖−1E[((𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1)𝑆
(𝑖−1))2|𝛺𝑖−1]. 

 Min𝑑𝑖−1E[((𝑑𝑖 − 𝑑𝑖−1)𝑆
(𝑖−1))2|𝛺𝑖−1]. 

 𝑢𝑖−1 = E(𝑢𝑖|𝛺𝑖−1). 
 𝑑𝑖−1 = E(𝑑𝑖|𝛺𝑖−1). 

 𝑢𝑗 = E(𝑢𝑗+1|𝛺𝑗). 
 𝑑𝑗 = E(𝑑𝑗+1|𝛺𝑗). 

 𝑆̃(𝑗) = {  
   
 
𝑢𝑖−1𝑆̃

(𝑗−1),        حرکت قیمت به بال

𝑑𝑖−1𝑆̃
(𝑗−1),       حرکت قیمت به پایین

 

 𝑆̃(𝑁−1) = 𝑆(𝑁−1). 

 E[𝑢𝑖−1|𝛺𝑗1
] = E[𝑢𝑖−1|𝛺𝑗2

] = E[𝑢𝑖−1]. 
 E[𝑑𝑖−1|𝛺𝑗1

] = E[𝑑𝑖−1|𝛺𝑗2
] = E[𝑑𝑖−1]. 

 𝛼𝑗−1𝑆̃𝑢
(𝑗)
+ 𝛽𝑗−1 = �̃�𝑢

(𝑗)
. 

 𝛼𝑗−1𝑆̃𝑑
(𝑗)
+ 𝛽𝑗−1 = �̃�

𝑑

(𝑗)
. 

 �̃�𝑢
(𝑖)
= 𝛼𝑖𝑆̃𝑢

(𝑖)
+ 𝛽𝑖. 

 �̃�𝑑

(𝑖)
= 𝛼𝑖𝑆̃𝑑

(𝑖)
+ 𝛽𝑖. 
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از اهداف عمده مؤسسات    یکی  یسک،ر  یسازحداقل  یبرا  یاراتاخت  یطلب  نیتأمو    یگذارارزش   ییچیده و پ  یقدق  یاستفاده از ابزارها
به بررسی مسئله  است.  یمال با    یادوجملهگذاری اختیار  ی مدل قیمت ی ریسک مدل در چارچوب سادهدر این مقاله،  پرداخته شد. 

به مفهوم حداقل خطاهای میانگین بهینگی  اثبات-تعریف  بهینه در این حالت میسر می   مربع،  شود.  شد که انتخاب یک مدل تقریب 
 ای نیز تبیین نمودیم.سازی و کارایی روش را برای مدل چند دوره علاوه بر این، پیاده 

را   های مختلف، یک مدل تقریب که ریسک مدلتحقیقاتی، با فرضیه   اندازچشم دارد. از    توجهقابل نتایج حاصل از این مقاله، چند پیامد  
این مقاله برای مؤسسات مالی   داده شد. از دیدگاه کاربرد عملی،  میو تعمگذاری اختیارات خرید طراحی  رساند برای قیمت به حداقل می 

بینی نمایند. این آگاهی،  سازد که در بازارهای مرتبط با اختیارات یک سازوکار برای تعدیل نوسانات زیاده از حد پیش این بینش را فراهم می 
در این پژوهش برای بازارهای مختلف   شدهارائه سازی الگوی  دهد. پیاده رها را کاهش و احتمال سودآوری در این بازارها را افزایش میضر

 باشد.، یک موضوع مطالعاتی ارزشمند میهاآنبا توجه به قوانین حاکم بر 

 تشکر و قدردانی 

 در فرآیند نگارش این مقاله سپاسگزارم.  خصوص به های پژوهشی یتهای دانشگاه سمنان برای پیشبرد و بهبود فعالاز حمایت

 تعارض با منافع 

  کرده  دییرا مشاهده و تأ  شدهارسال   یینسخه نها،  نسخه وجود ندارد   ن یدر منافع در مورد انتشار ا  یتضاد   چ یکه ه  دارد می اعلام    هسندی نو
 . باشددر حال حاضر تحت انتشار نمی و  نشدهچاپ ، قبلًا بوده یاثر اصل ،کند که مقالهیم نیتضم نویسنده است.
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