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Purpose:  Determining efficient solutions of the Interval Multi Objective Linear Fractional Programming (IMOLFP) 
model is generally an NP-hard problem. For determining the efficient solutions, an effective method has not yet been 
proposed. So, we need to have an appropriate method to determine the efficient solutions of the IMOLFP. For the first 
time, we want to introduce algorithms in which the strongly and weakly efficient solutions of the IMOLFP are obtained. 

Methodology:  In this paper, we introduce two algorithms such that in one, strongly feasible of inequalities and in the 
other, weakly feasible of inequalities are considered (a system of inequalities is strongly feasible if and only if the smallest 
region is feasible, and a system of inequalities is weakly feasible if and only if the largest region is feasible). We transform 
the objective functions of the IMOLFP to real linear functions and then convert to a single objective linear model and 
then in each iteration of the algorithm, we add some new constraints to the feasible region. By selecting an arbitrary point 
of the feasible region as start point and using the proposed algorithms, we obtain the strongly and weakly efficient 
solutions of the IMOLFP. 

Findings:  In both proposed algorithms, we obtain an efficient solution by selecting the arbitrary points, and by changing 
the starting point, we obtain a new point as the efficient solution. 

Originality/Value: In this research, for the first time, we have been able to obtain the strongly and weakly efficient 
solutions of the IMOLFP. 

Keywords: Multi objective programming, Interval linear fractional programming, Strongly efficient solution, Weakly 

efficient solution. 
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 مقدمه   - 1

هایش براساس همین  بهترین راه دستیابی به آرمانشمار است. مسلم این است که بشر باید به  ، دنیای منابع محدود و اهداف بی دنیای امروز 
های ، باید بر مبنای روش هاکار برد. این مهم در بسیاری از زمینه ه ، بهامنابع محدود بیاندیشد و تمام تلاش خود را جهت اتخاذ بهترین تصمیم 

 سازی جدید استوار شود. بهینه

                       
 و تحقیق در عملیات گیریتصمیم 

   17-42(،  1401)(، 1، شماره )7دوره                                                   
     www.journal-dmor.ir 

   پژوهشی   نوع مقاله: 

ریزی کسری خطی  برنامه های موثر قوی و ضعیف مسئله  تکراری برای تعیین جواب   دو الگوریتم 

 ای چند هدفه بازه 

 1مست نهی ، حسین میش 1، فاطمه سالاری پور شریف آبادی * ، 1دادی مهدی الله  
 ن. انشکده ریاضی، دانشگاه سیستان و بلوچستان، زاهدان، ایراریاضی، د گروه1                                                          

سخت -PNمسئله    کی(  IMOLFP) یاچند هدفه بازه   یخط  یکسر  یزیرموثر مدل برنامه  یهاجواب  نییتع  ، یدر حالت کل  هدف:
  ن یی تع  یروش مناسب برا  کیبه    ازین  نی ارائه نشده است. بنابرا  نهیزم   نیموثر در ا  یهاجواب  نییتع  یبرا  یتاکنون روش کارآمداست.  
 ف یو ضع  ی موثر قو  یهاجواب  بارن یاول  یکه برا  میکن   یرا معرف  ییهاتمیالگور  م یخواهیوجود دارد. ما م   IMOLFPموثر    یهاجواب

IMOLFP ندیبدست آ . 

پژوهشروش  ا  :شناسی  الگورمقاله  نیدر  دو  د  یقو  یشدن  ،یکیدر    کهیطوربه  میکنی م   یمعرف  تمی،  در  و    ی شدن  ،یگر ی نامعادلات 
باشد و   یآن شدن  هیناح  نی تراست اگر و تنها اگر کوچک   یقو   یدستگاه نامعادلات، شدن  کی)  شودی نامعادلات در نظر گرفته م   فیضع

را به توابع هدف    IMOLFPباشد(. توابع هدف    یآن شدن  هیناح  نی تراگر بزرگ   هااست اگر و تن  فیضع  یدستگاه نامعادلات، شدن  کی
  ه یبه ناح  دی جد  تی و در هر تکرار، محدود  میکنیم   لیتک هدفه تبد  یخط  یزیرمدل برنامه  کینموده و سپس به    لی تبد  یقیحق  یخط
 ی هاجواب  ،ی شنهادیپ  یهاتمیشروع و استفاده از الگور  طهعنوان نقبه   یشدن  هینقطه دلخواه از ناح  کی . با انتخاب  میکنی اضافه م   یشدن

 .میآوریبدست م را  IMOLFP  فیو ضع یموثر قو

 دی جد ینقطه کی، شروع  ینقطه رییو با تغ میآوریموثر بدست م   با انتخاب نقاط دلخواه جواب ،یشنهادیپ تمیدر هر دو الگور ها:فتهیا 
 . میآوریعنوان جواب موثر بدست م به

 . میبدست آور IMOLFPمدل  فیو ضع یموثر قو یها بار جواب نیاول یبرا میاپژوهش توانسته  نی در ا اصالت/ارزش افزوده علمی:

 . ضعیف قوی، جواب موثر ای، جواب موثرریزی کسری خطی بازه هدفه، برنامهد ریزی چنبرنامه  ها:کلیدواژه 

 چکیده 
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های مختلف  ریزی در زمینهاست. این نوع برنامه   است که از اهمیت زیادی برخوردار ریزی ریاضی، یکی از انواع برنامهریزی کسریبرنامه 
شدت مورد توجه میلادی به   70و    60های  ریزی کسری خطی تک هدفه در دههمسئله برنامه .  ، صنعت و ... کاربرد دارد یزیر، بودجه اقتصاد

 ،2داس و ماندال  ؛2019  ،1تقی نژاد و بابا کردی ) ه شده استئرای حل آن اراهای متنوع و کارآمدی بمحققان واقع گردید و کاربردها و روش 
، 1962ل اشاره کرد از جمله در سال  ئگونه مساها برای حل اینترین روش توان به مهممختصر میر  طوهب.  ( 2019  ،3داس  -کومار  ؛2107

یزی ره ه برنامئلتوان یک مساضافه کردن یک محدودیت جدید می  خطی ور( نشان دادند که با یک تغییر و متغیر غی1962)  4چارنز و کوپر
ریزی ه برنامه ئل( با استفاده از روش پارامتری مس1967)  5، دینکل باخ1967که در سال  حالی ر  کسری خطی را به مدل خطی تقلیل داد د

های ورودی طور طبیعی در دادهه تغییر دهد. نادقیقی که بکه ناحیه شدنی را ریزی خطی تبدیل کرد بدون اینه ه برنامئلکسری خطی را به مس
های اصلی برای بیان نادقیقی و  یکی از روش های مختلف نمایش داده شود از این رو  گونهه تواند ب، میشودمسائل زندگی واقعی ظاهر می

 ای هستند. ، استفاده از اعداد بازهها ابهام در داده

پژوهشگران بسیاری توجه خود را به بررسی و حل این دسته از مسائل (،  ILFP)  ایبازه کسری خطی  یزی  ره برنامنظر به اهمیت مسائل  
 – NPی مسائلباشد. این مسائل معمولا در زمره ، معمولا بسیار مشکل میاند. تحلیل و یافتن راه حل مناسب برای حل آنمعطوف کرده 

به مهم توایطور مختصر مه بگیرند.  سخت قرار می بها برای حل اینترین روش ن  تنها توانستهطوریه گونه مسائل اشاره کرد  اند حدود  که 
تعمیم یافته   ILFPیک روش برای محاسبه حدود مقدار بهینه تابع هدف  ( 2010) 6مقدار بهینه تابع هدف را بدست آورند. از جمله لادیک 

ب ئارا کرد  باید  وریطه ه  کران  برای محاسبه هر  برنامه که  از دو مسئله  و  یکی  برزا  یافته حل شود.  تعمیم  ریزی کسری خطی حقیقی مقدار 
ای را ریزی کسری خطی با ضرایب تابع هدف بازه ، مقدار بهینه تابع هدف مسئله برنامه ا استفاده از ترکیب محدبب  (2012)  7همکارانش

توسعه  ILFPهای دوگان را برای مینماکس ، بعضی از قضیهسازی قویهاستفاده از بهینبا ( 2013) 8بدست آوردند. جیاکومار و همکارانش 
(  2020)  10کار بردند. مصطفایی و لادیک هب  ILFP، دوگان قوی را برای حل  سازی قویبا استفاده از بهینه  (2014)  9دادند. سان و چای 

وابستگی خاص  ،  که بعضی از ضرایب صورت و مخرج کسرحالی  دادند درپیشنهاد  ILFP   روشی برای تعیین حدود مقدار واقعی تابع هدف  
 دارند.

سازی چند هدف نسبت به قیود مختلف مورد نیاز  صورت بهینه این   که مسائل دنیای واقعی معمولا بیش از یک آرمان دارند درنظر به این
ها بعد و  به سال   ریزی کسری خطی چند هدفهی برنامه باشد. اما به دلیل سختی مضاعف مواجهه با مسائل چند هدفی شروع مطالعه می
کادمیک برنامه میلادی باز می   80از دهه  آغ آمدتر برای رهای کاریزی کسری خطی چند هدفه با توجه به نیاز ایجاد مدلگردد. مطالعات آ

ز ابداع شده است ا  یهای متعددش های مختلف و رو، الگوریتمحل مسائل جهان حقیقی شروع شدند و لذا برای رسیدن به این منظور 
که طوریه کار بردند ب هریزی کسری خطی چند هدفه باز یک روش برای تعیین جواب موثر مدل برنامه (  1994)  11فالک و پالوکسی جمله  

کردند که از ترکیب چندین روش    ئه یک روشی را ارا  (4201)  12ولی پور و همکارانش هایی به ناحیه شدنی اضافه کردند سپس  محدودیت
همگراست  ید و این روش همواره  آهایی جدید به ناحیه شدنی بدست میکه با پارامترسازی تابع هدف و اضافه کردن محدودیتطوریهاست ب

 آید. ر بدست میموث  جواب و بعد از تعداد متناهی تکرار 

ها، پژوهشگران بسیاری توجه خود را به بررسی و حل این دسته از مسائل  اده ریزی کسری خطی با عدم قطعیت د نظر به اهمیت مسائل برنامه 
برش  - r  های فازی تابع هدف وبرش برای پارامتر  -( با استفاده از2016)  13موتوکومار و    چینادورایاند. بر پایه دیدگاه فازی،  معطوف کرده

ریزی کسری خطی فازی )با اعداد فازی مثلثی( را به دو زیر مدل تبدیل کردند و با استفاده له برنامه سئها، م محدودیتهای فازی  برای پارامتر
نشان دادند که  (  2018)  14هیم نژاد و همکارانش اابرمده برای مقدارتابع هدف، تابع عضویت مقدار بهینه را ساختند. اما  آاز حدود بدست  

ب   این روش   نهاآشود. لذا  های بهینه فازی نامنفی نمی و همواره منجر به جواب روش نیز دارای نواقصی است   که طوریه را اصلاح نمودند 
 15نایاک و اوجا   ای تعمیم دادند. در روش مستقل دیگرینماید و این روش را برای اعداد فازی ذوزنقههای بهینه فازی نامنفی را تولید میجواب 
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ریزی ها، برای مسئله برنامه برش برای پارامترهای فازی  محدودیتبرش برای پارامترهای فازی تابع هدف و مجددا از(  2015)
کسری خطی فازی را به دو زیر مدل تبدیل   ریزیکار بردند و هر هدف مسئله برنامه هچند هدفه کسری خطی فازی )با اعداد مثلثی( ب

ده از روش  آمهای بدست ها استفاده کردند و بر اساس بسط تیلور حول جوابسازی زیر مدلد و از روش چارنز و کوپر برای خطیکردن
ریزی چند هدفه کسری خطی فازی را به دو زیر مدل خطی با  دار توانستند مسئله برنامه چارنز و کوپر و استفاده از روش مجموع وزن 

 ورند.آهای حقیقی تبدیل کنند و حدود مقدار بهینه تابع هدف را بدست داده

ریزی کسری  ، مسائل برنامه ریزی کسری چند هدفه که در ادامه به آن خواهیم پرداخت های برنامه های فوق، یکی از دستهجز روش به 
( یک 2015اوجا )  و  ه شده است از جمله نایاک ئ های اندکی برای حل این مسائل ارااست که روش   (IMOLFP)  ایهزخطی چند هدفه با 

برای محاسبه جواب بهینه مدلروش  ب  LFPIMO  های  این روش طوریهمعرفی کردند  از روش که در   ،constraint -      برای مسئله
، کنند که با توجه به نظر تصمیم گیرنده های بهینه را تولید میای از جواب کسری خطی چند هدفه استفاده کردند و یک دنبالهریزی برنامه 

ریزی کسری خطی چند هدفه را انتخاب کرد. در روشی ترین جواب بهینه مسئله برنامه توان ارجحهای بهینه تولید شده میاز دنباله جواب
ای، ابتدا با استفاده از تعریف ترکیب  ریزی کسری چند هدفه بازه های موثر مدل برنامه ( برای تعیین جواب2015)  1دیگر بورجی و پاندا 

 ورند آریزی خطی بدست  یک مدل برنامه   دارصورت پارامتری تبدیل کرده و سپس با استفاده از روش مجموع وزن ها را به محدب، تمام بازه 
 کنند. تعیین می ای راکسری چند هدفه بازه  ریزیجواب موثر مدل برنامه  و

ارا روش  تعمیم  مقاله،  این  باشد.  مشخص  مدل  یک  حداقل  جواب  اگر  است  بهینه  آمده  بدست  نقطه  توسطئیک  شده  و    ه  پور  ولی 
در این   مدل مشخص تشکیل شده است لذا  شماراجتماع بی  از  IMOLFP  . یک مدلاست   IMOLFP  برای مدل  (2014همکارانش )

را به یک مدل    IMOLFPضعیف، مدل  در دیگری با استفاده از تعریف شدنی  ریف شدنی قوی و  دو الگوریتم، در یکی با استفاده از تع 
عد از تعداد متناهی  های پیشنهادی همگرا هستند و بکنیم بنابراین با توجه به روش ولی پور و همکارانش، این الگوریتممشخص تبدیل می

 .های موثر متعددی بدست آوریمتوانیم جوابو با تغییر نقطه شروع  می  یدآتکرار جواب موثر بدست می

 نمادها و تعاریف   - 2

 پردازیم. گیرد میدر این قسمت به معرفی برخی از قضایا و تعاریف مهم که در این مقاله مورد استفاده قرار می

ی صورت  را در نظر بگیرید. بازه بسته حقیقی مقدار را به  ( دو عدد  1983  ،2رگر )آلفلد و هرزب  -1ف  تعر 
 

 

کهطوریه کنیم بتعریف می     ترتیب کران بالا و پایین بازهرا به  . مقادیر نامیم. اگر  می 

مثبت )منفی( است اگر و تنها اگر   نامیم و  را بازه تباهیده می صورت ایندر   . 

ن  آهایی که بخشی از  ه شده است و چون بازهئمنفی باشند ارانامثبت یا  نا  های بسته کهپیشنهادی برای بازههای  ، الگوریتمدر این مقاله
چنین این دو  و هم   .کنیمنظر می صرف ها  گونه بازهن منفی باشند دارای نوسان هستند و رفتار ثابتی ندارند لذا از اینآاز    بخشی  مثبت و

 کار برد.هایی با قیود مساوی نیز به توان برای محدودیتالگوریتم را می

یف  هرزبرگر،     -2  تعر و  ماتریس  (  1983)آلفلد  دو    
   
   

   درایه بگیرید با  نظر  در  را  حقیقی  های 

هر    که  طوریبه  بازه.  برای  بهماتریس  را  مقدار  حقیقی  − صورتای  
 

± += می , بتعریف  که طوریه کنیم 

     ترتیب کران بالا و پایین بازهرا به  . مقادیر  یک حالت خاص از ماتریس نامیم.  می
)کهطوریهای است ب، بردار بازهایبازه  ) ( )    و    صورت  ای حقیقی مقدار را بهبردار بازه.  برای هر

 
 

  کهطوریه کنیم بتعریف می    . 

 

2 Bhurjee and Panda 3 Alefeld and Herzberger 
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 کنیم: بندی میصورت زیر فرمولرا به IMOLFP  مدل

که طوریه ب
   


   

 .برای   

 : شودصورت زیر تعریف می به (1) مدلمدل مشخص 

که طوریه ب         برای.  

  (1مدل )مدل مشخص از    (2مدل )که  باشند در حالیهای بسته میصورت بازه های آن بهای است لذا تمام مولفه یک مدل بازه   (1مدل )
 های آن اعدادحقیقی هستند.  باشد و تمام مولفه می

ناحیه شدنی  و کوچک   (LFRترین ناحیه شدنی )، بزرگ(1مدل )(  در  1994،  1شوآچنگ)  -1قضیه   بهبه   )SFR(ترین  صورت ترتیب 

 و     است.   برای 

،  ای که علامت مخرج کسر مثبتناحیهای است و تعیین  با ضرایب بازه  ای برحسب یک چند جمله  (1)  مدلکه مخرج کسر  نظر به این
برای هر جواب شدنی    (1)  مدل کنیم که در  است. برای جلوگیری و ممانعت از صفر شدن مخرج کسر فرض میر  باشد دشوار  منفی و یا صف 

،    مثبت باشد. برای 

 .شوددهد این فرض باعث از دست دادن کلیت مسئله نمیشان میلم زیر ن

برای هر جواب شدنی -1لم     ،x در اگر و تنها برای هر   برای ،LFR ، . 

شدنیبرای هر جواب  فرض کنید    اثبات.    ،x  صورت برای هر جواب شدنی  این  . درو   ،از جمله برای
،x  . 

صورت برای هراین  در  . از طرفی ما داریم:  ، LFR، در  فرض کنید برای هر    برعکس،
،x  بنابراین برای هر جواب شدنی .    ،x. 

 علامت باشند لذاای مخرج کسر هم فرض کنیم تمام ضرایب بازه ،رتوان برای جلوگیری از صفر شدن مخرج کسچنین می هم

بازه(  الف ضرایب  تمام  بگیریماگر  نظر  در  مثبت  را  طبق  این  در  (برای    )  ای  داریم    1لم  صورت 
    . 

 

1 Shaocheng 

(1 ) 
( )  

  



 

(2 ) 
( )
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گیریم و مسئله از علامت منفی فاکتور می  (،برای    )  منفی در نظر بگیریمای را  اگر تمام ضرایب بازه(  ب
داریم   1 لمشود و لذا طبق تبدیل می ILFP سازیبه مسئله مینیمم  ILFP سازیماکسیمم    . 

 هدف مدل فرض کنید مقدار بهینه تابع 

 باشد. برابر با   برای 

  ، برای هر جواب شدنیبو  الفبنابراین با توجه به موارد     ،x  اگر و تنها اگر برا ی. 

  ، فرض کنیداین مقالهسر  تا در سر   . 

توان شرط بدون کاستن از کلیت مسئله می  -2لم      را برای هر  .در نظر گرفت 

ثابت    (2مدل )ذا این لم را برای  ل   ریزی کسری خطی تشکیل شده است.شمار مدل برنامه از اجتماع بی    IMOLFPیک مدل    اثبات.
 کنیم. می

 مدل های موثر  ، جوابدر تابع هدف  −یک مقدار مثبت مانند سازی است لذا با ضرب کردن  یک مسئله ماکزیمم  (2مدل )
 با مدل (2)

 یکسان هستند. 

 تر یا مساوی یک خواهد بود.  ، بزرگ(4مدل )در تابع هدف  گیریم که مخرج کسرای در نظر میگونهه را ب  اکنون 

صورت  این  بنامیم در  را      LFR دربرای      اگر مینیمم


، لذا  برای    

  صورت  این  در  مینیمم اگر  در     را    LFR در    برای    .    بنامیم 

−صورت  این − −


کنید   فرض  طرفی  از   .

 
در صورت  این  ،     بنابراین

چون  .   صورت  این  در 0       لذا را    (4مدل )بنابراین      و 

 صورت توان بهمی

                                                    تر یا مساوی یک است.                                                                                                           که مخرج کسر بزرگحالیر نوشت د

(3 ) 




 

(4 ) 
( )
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 یک است. تر یا مساویزرگب (2مدل )بدون کاستن از کلیت مسئله فرض کنید مخرج کسر  ، 1 لموسیله به  رواز این 

ای  ( نامعادله بازه2006،  1)فیدلر و همکارانش   -2قضیه       نامعادله  اگر و تنها اگر    قوی استشدنی  

 شدنی باشد. برای هر

همکارانش،    -3قضیه   و  بازه(  2006)فیدلر  ای  نامعادله      است  شدنی اگر  ضعیف  تنها  و  نامعادله     اگر 

 شدنی باشد  برای هر . 

یک دستگاه (     2006)فیدلر و همکارانش،    -4قضیه        شدنی ضعیف است اگر و تنها اگر دستگاه   
 شدنی باشد.

هایی که  ه شده است و چون بازهئهای بسته که نامثبت یا نامنفی باشند اراهای پیشنهادی برای بازه، الگوریتمذکر است در این مقاله لازم به 
  LFRچنینو هم  مکنیها استفاده نمیگونه بازهنوسان هستند و رفتار ثابتی ندارند لذا از اینن منفی باشند دارای  آن مثبت و بخشی از  آبخشی از  

 ( مراجعه کنید. 1983) توانید به آلفلد و هرزبرگرای میباید ناتهی باشد. برای مطالعه قوانین حساب بازه

یف   )که  طوریه ب    است اگر وجود نداشته باشد  (2)  دلم  موثر قویˆی( نقطه2005،  2)ارگات  -3تعر ) ( ) ˆ 
)و   برای  ) ( برای حداقل یک   ˆ(   . 

یف  )که   طوریه ب  است اگر وجود نداشته باشد    (2)  مدلموثر ضعیف    ˆی( نقطه2005  )ارگات،  -4  تعر ) ( ) ˆ  
 . برای همه   

یف   (  2اب موثر قوی هر مدل مشخص دلخواه )وجˆاست اگر    (1)  مدل  موثر قویˆی( نقطه 2013،  3یواز و یعقوبی)ر  -5تعر
 باشد.

یف   اب موثر ضعیف حداقل یک مدل مشخص  جوˆاست اگر    (1)  مدل  موثر ضعیفˆی( نقطه 2013یواز و یعقوبی،  )ر  -6تعر
 باشد. (2لخواه )د

 شوند. های مشخص تعریف می های موثر مدلعنوان جواببه IMOLFPموثر   در واقع جواب

   IMOLFPمرور روش حل    - 3

استفاده     -constraint که از روش طوریهمعرفی کردند ب  IMOLFPبهینه مدل    یک روش برای محاسبه جواب  (2015)  و اوجا نایاک  
 صورت مختصر شرح خواهیم داد.به ریزی کسری خطی چند هدفه را  دل برنامه برای حل م -   constraint کردند. در ادامه، روش 

ابتدا با توجه به نظر تصمیم گیرنده، یکی    -raintconst به روش    ریزی کسری خطی چند هدفه ل برنامهبرای پیدا کردن جواب بهینه مد
می انتخاب  شدن  ماکزیمایز  برای  اهداف  به از  پایین  کران  توابع هدف، یک  دیگر  برای  و  نظر میشود  در  و مدل صورت جداگانه    گیریم 

 شود: یبه مدل تک هدفه کسری خطی زیر تبدیل م  ریزی کسری خطی چند هدفهبرنامه 

 

1 Fiedler   
2 Ehrgott 

3 Rivaz and Yaghoobi 
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 کهطوریبه   و   است و   . 

آن که  از  )جایی  میبی  (1مدل  نظر  در  را  بدترین  مدل  هدف  تابع  هر  برای  روش،  این  در  لذا  دارد  بهینه  جواب  برای نهایت  و  گیرد 
 ها دو حالت در نظر گرفته شده است: محدودیت

در نظر    صورت  های روش ارائه شده به صورت محدودیتبردار تباهیده باشد در این  یک   اگر بردار   الف(

 شود. گرفته می

  صورتهای روش ارائه شده به صورت محدودیتای باشد در اینبازهیک بردار    ب( اگر بردار     

 شود. در نظر گرفته می

 شود: صورت زیر تعریف میالگوریتم  نایاک و اوجا مختصرا به 

 مراحل الگوریتم نایاک و اوجا:

 صورت ابتدا مدل بدترین را به  .1گام 

 های بهینه این مدل مشخص هستیم.دنبال جوابگیریم و بهدر نظر می 

 بنامید.  و مقدار بهینه تابع هدف را   ریزی خطی زیر را حل کنید و جواب بهینه آن رامدل برنامه  .2گام 

 بنامید. و مقدار بهینه تابع هدف را     ریزی خطی زیر را حل کنید و جواب بهینه آن رامدل برنامه . 3گام 

صورت زیر  را به     برای    مینیمم و ماکزیمم صورت کسر توابع هدف برای تعیین مقدار     off-pay  جدول   .4گام  
 تشکیل دهید:

 






 

(5 ) 
  



 

(6 ) 
  



 

(7 ) 
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صورت زیر تشکیل را به  برای   برای تعیین مقدار مینیمم و ماکزیمم مخرج کسر توابع هدف     off-pay جدول  .5گام 
 دهید: 

  ایبا استفاده از قوانین حساب بازه.  6گام  
 
 
 

 
 
 

 و ترتیب  آورید و کران بالا و پایین را به   را بدست  برای    

که  طوریدر نظر بگیرید به   بنامید و متناظر با هر هدف     سپس با استفاده از روش . constraint -    ،( 5مدل)   را به
 کنیم: ریزی کسری خطی تک هدفه زیر تبدیل می مدل برنامه 

 شود. به یک مدل خطی تبدیل می (8مدل )سپس با استفاده از روش چارنز و کوپر .  کهطوریبه 

در بازه    با تغییر مقدار 
 

)صورتهای بهینه به ای از جواب ، یک دنباله(9مدل )در     شود و لذا تولید می   (

 
 
 
 
 

بهینه  جواب    هم   (9مدل )های  جوابو  بهینه  چنین  می  (1مدل )های  تصمیم  نیز  توجه  با  باشند. 

 ریزی کسری خطی چند هدفه را انتخاب کرد. ترین جواب مدل برنامه توان ارجحهای بهینه تولید شده میگیرنده، از دنباله جواب

   زیر را در نظر بگیرید:   IMOLFP -1مثال 

 
 ,

 

 
 ,

 

(8 ) 

Nl
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max

 

(9 ) 
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 صورت زیر است: فرآیند پیدا کردن جواب بهینه توسط الگوریتم  نایاک و اوجا به 

 .تشکیل دهید (5مدل  )ابتدا مدل بدترین را مطابق با  .1گام 

 و حل آن خواهیم داشت: (6مدل )با تشکیل  .2گام 

 و حل آن خواهیم داشت: (7مدل )با تشکیل  .3گام 

 لذا  .4گام 

 لذا  .5گام 

   بنابراین .6گام 

 کنیم: کنیم و دومین هدف را به قید تبدیل میاولین هدف را برای ماکزیمایز شدن انتخاب می  - constraintاکنون با استفاده از روش 

(10 ) 
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شود و  های بهینه تولید می، یک دنباله از جواب در بازه    اکنون با استفاده از روش چارنز و کوپر و تغییر مقدار  
 ، ما داریم:  مینیمم باشد. لذا با انتخاب  کنیم که عنوان جواب بهینه انتخاب میجوابی را به

 IMOLFPهای موثر قوی و ضعیف مسئله های تکراری برای تعیین جواب الگوریتم   - 4

بخش  این  قوی  در  موثر  جواب  کردن  پیدا  برای  قوی  شدنی  تعریف  مبنای  بر  تکراری  الگوریتم  ابتدا   ،IMOLFP  می سپس ارائه  و  کنیم 
 ( 1مدل )که جاییاز آن کنیم.معرفی می IMOLFP   ر ضعیفالگوریتمی دیگر بر مبنای تعریف شدنی ضعیف برای پیدا کردن جواب موث 

های کسری، یک یال ممکن است های آن بازه هستند اما فضای بهین یک بازه نیست زیرا در چند هدفهای است و تمام مولفهیک مدل بازه
ای یک مجموعه جواب موثر بدست  بازه  های چند هدفه کسری خطیتوان برای مدلبخشی از آن موثر و بخشی از آن موثر نباشد بنابراین نمی 

 آورد. 

 جواب موثر قوی   - 4-1

، یک  ای که این الگوریتمگونهاست به IMOLFP ، برای بدست آوردن جواب موثر هدفمان در این زیر بخش معرفی یک الگوریتم تکراری
 .  کندعنوان جواب موثر قوی معرفی مینقطه به 

گیریم برای این  از توابع هدف در نظر میسازی است لذا یک کران پایین برای هر یک  یک مدل ماکزیممرا در نظر بگیرید چون    (1مدل )
بنامید.   برای    ازای این نقطه را  به   (1مدل )  باشد. مقدار هر تابع هدف  LFRیک نقطه دلخواه در    منظور فرض کنید

 یعنی  تر مساوی باشندطور قوی بزرگبه برای  ای  از عدد بازه (1مدل )فرض کنید توابع هدف 

 (1)  مدل ایم لذا اگر  سازی است و یک کران پایین برای هر یک از توابع هدف در نظر گرفتهماکزیممصورت  به   (1)  مدل ،  در این مقاله 
  سازی باشد لذا باید یک کران بالا برای هر یک از توابع هدف در نظر بگیریم و توجه زیر را خواهیم داشت:صورت مینیمم به

)گر  ا  -1توجه   مدل    (1مدل  اینمینیممیک  در  باشد  هدف  صوسازی  توابع  کنیم  فرض  باید  )رت  بازه  (1مدل  عدد  برای   ایاز 

صورت داریم:تر مساوی باشند، در اینطور قوی کوچک به  





 . 

 آید.  ، با این فرض دو حالت پیش میباشدتر یا مساوی یک بزرگ LFR    جا فرض بر این است که مخرج کسرها دردر این

نامنفی باشد )   LFR  حالت اول این است که مینیمم کران پایین صورت کسر در


در    2قضیه  توجه به   صورت با ( که در این
LFR   داریم:  برای هر 

 ای داریم:اکنون با استفاده از قوانین حساب بازه 

  

(11 ) 





 

(12 ) 
 
 
 
 





 



 

 

 

 

27 

یتم
گور

و ال
د

 
ب 

جوا
ن 

عیی
ی ت

 برا
ری

کرا
ت

امه
 برن

ئله
مس

ف 
ضعی

ی و 
 قو

وثر
ی م

ها
ازه

فه ب
هد

ند 
 چ

طی
 خ

ری
کس

ی 
ریز

ای
 

نامثبت باشد )   LFRحالت دوم این است که ماکزیمم کران بالا صورت کسر در 


 2قضیه  توجه به  صورت با  (. در این
 داریم: برای هر   ایو استفاده از قوانین حساب بازه  LFR  در

دار و استفاده از روش مجموع وزن (  (16نامعادله ))و یا    (14نامعادله )  صورتتوابع هدف به   ، با پارامتری کردنبا توجه به دو حالت 
 شود:به مدل تک هدفه پارامتری زیر تبدیل می (1مدل )،  LFR(  به  (16نامعادله ))و یا  (14نامعادله )و افزودن 

کهطوریبه   
 
  

     و 

جواب موثر است  که ممکن  های موثر متعددی بدست آورد در صورتی توان جوابمی  برای  با انتخاب مقادیر مختلف  
 های متفاوت بهتر یا بدتر شود. با انتخاب

 در این مقاله فرض کنید 

 (17)  مدل، مشاهده خواهید کرد که در تکرار اول مقدار بهینه توابع هدف  ، که آن را شرح خواهیم داد موثر قویر الگوریتم جواب  د
به صفر   (17)  مدل، مقدار بهینه  شود که بعد از تعداد متناهی تکرار ای پیدا میگونهبه  آید و در تکرارهای بعدی،  نامنفی بدست می

 همواره نامنفی است.   (17مدل )دهد مقدار بهینه تابع هدف کنون لم زیر نشان میکند. امیل می

 نامنفی است.  (17) مدلغیر تهی باشد آنگاه مقدار بهینه   اگر فضای شدنی  -3لم 

   .شودنتیجه حاصل می (17مدل )از قید دوم  اثبات.

(13 ) .  

(14 ) 

(15 ) .  

(16 ) 

(17 )  

 

 

(18 )  

(19 ) 
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ˆˆفرض کنید    -5قضیه   ˆ    است اگر و تنها   (1مدل )جواب موثر قوی    ˆ.  برای    ˆˆو
 با مقدار بهینه صفر باشد.  (17مدل )بهینه جواب   ˆاگر  

ˆفرض کنید   اثبات.   ازای هر  به باشد لذا   (1مدل )موثر قوی جواب: 

 داریم:   2قضیه صورت طبق در این

 و

 بنابراین 

 و

 ، ازای هر ای بهلذا با توجه به علامت صورت کسر و طبق قوانین حساب بازه

 و

 . بنابراین  تعریف شده است  (81)رابطه در  برای   که  طوریبه

 و

 ( )

( )


 


 

 ( )

( )


   



 ( )
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( )

( )
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 صورت داریم: در این امین هدف است و    وزن برای  فرض کنید  

 و

 داریم: (21)و  (20) هاینامعادلهبا توجه به 

 در این صورت داریم 

 از طرفی طبق فرض مسئله داریم: 

 و

 بنابراین 

 و

 صورت داریم:در این   امین هدف است و   وزن برای  فرض کنید  

 و

 داریم: (24)و  (23) هایرابطه لذا با توجه به 

 ( ) ( )ˆ   

(20 ) ( ) ( )ˆ  

(21 ) ( ) ( )ˆ   

 ( ) ( )( )ˆ 

(22 ) ( ) ( )( )ˆ


 

 ( )

( )

ˆ
ˆ ˆ

ˆ
 

 ( )

( )

ˆ
ˆ ˆ

ˆ
  

 ( ) ( )ˆˆ ˆ 

 ( ) ( )ˆ ˆˆ 
 

- -
N ψ D 1 q p.q q q- = 0;x x 

(23 ) ( ) ( )( )ˆˆ ˆ 

(24 ) ( ) ( )( )ˆˆ ˆ   
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 گیریم:نتیجه می( 25)و ( 22) هایرابطهلذا از 

 با مقدار بهینه صفر خواهد بود. (71) مدلبهینه جواب   ˆبنابراین  

باشد هیچ مدل مشخص نمی موثر قوی  جواب    ˆصورت  نباشد در این  (1مدل )موثر قوی  جواب    ˆ، با برهان خلف، فرض کنید  برعکس
ب هره و  برای  معادل  طور              قوی    ˆ،   برای موثر    مدل جواب 

 که طوریبه  باشد لذا وجود دارد  نمی (2)

 و

 کهجاییاز آن

 و

 صورتدر این

 و

 صورت داریم: در این امین هدف است و   وزن برای  فرض کنید  

 و

 بنابراین  

(25 ) ( ) ( )( )ˆˆ ˆ 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆ ˆˆ ˆ 


 

 ( )

( )

( )

( )

ˆ
ˆ

ˆ
 

 ( )

( )

( )

( )

ˆ
ˆ

ˆ
  

 ( )

( )
ˆ ˆ  

 ( )

( )
ˆ ˆ   

 ( ) ( )ˆ  

 ( ) ( )ˆ   

(26 ) ( ) ( )( )ˆ  

(27 ) ( ) ( )( )ˆ   
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 که در تناقض است زیرا

کند که با توجه به  ای پیدا می گونه هرا ب  ، کنیم که این الگوریتم، الگوریتم تکراری معرفی میموثر قوی  جوابلذا برای بدست آوردن  
که طوریهکند بریزی خطی را حل می، الگوریتم یک مدل برنامهصفر شود. در هر تکرار  (17مدل )مقدار بهینه تابع هدف    -5قضیه  

 شود: ن در ادامه شرح داده میآکه الگوریتم ای از ناحیه شدنی مرحله قبل است  ، زیر مجموعهناحیه شدنی آن 

یتم جواب موثر  قوی  .الگور

کنید  .1گام   در  0فرض  دلخواه  نقطه  و    LFR    یک  دلخواه  باشد  هر     وزن  به  برای  کنید  انتخاب    که طوریرا 

.  را در نظر بگیرید و قرار دهید    تلورانس مجاز . 

)را بدست آورید و   .2گام   تشکیل دهید. (91) رابطه  را مطابق با (

 بنامید.   راو مقداربهینه تابع هدف    بهینه آن راریزی خطی زیر را حل کنید و جواب  مسئله برنامه  .3گام 

 بروید. 2گام و به   یدصورت قرار دهبروید در غیر این 5گام ، به اگر   .4گام 

عنوان را به   صورت  معرفی کنید در غیر این  (1مدل )  موثر قویعنوان جواب  را به  آنگاه    اگر    .5گام  
  معرفی کنید. (1) مدل   تقریبی از جواب موثر قوی

 نمایش داده شده است. 1شکل در  جواب موثر قویمراحل حل برای الگوریتم  

 جواب موثر ضعیف   - 4-2

عنوان جواب موثر  یک نقطه به  ،موثر قویالگوریتم تکراری دیگری پیشنهاد خواهیم کرد که مشابه با الگوریتم جواب   ،بخش زیر  در این   
 کند. ضعیف معرفی می

، ابتدا مشابه با الگوریتم جواب موثر قوی
i ما داریم: 3قضیه آوریم. با استفاده از را بدست می 

 بنابراین 

 ( ) ( )( )ˆ  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆ ˆˆ ˆ  

(28 ) 
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 که طوریبه

 کنیم.صورت زیر بازنویسی میرا به  (29)  نامعادلهصورت در این

 . موثر قوی فرآیند حل الگوریتم جواب     - 1شکل 
Figure 1- The solving process of the strongly efficient solution algorithm. 

را به مسئله تک هدفه    IMOLFP، مسئله دار و استفاده از روش مجموع وزن   (31)نامعادله  صورتبا پارامتری کردن توابع هدف به اکنون 
 کنیم. پارامتری زیر تبدیل می

 تعریف شده است.  (30)رابطه در  که  طوریبه

 دهیم:صورت زیر نمایش میموثر ضعیف را به فضای تقلیل یافته بر اساس جواب  

(29 ) 
+N -i

iDi

 . 

(30 ) 










 

(31 )  

(32 ) 
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  گونه است که جواب کنیم که در این الگوریتم شرط توقف به این ، الگوریتمی را معرفی می موثر ضعیفجواب  لذا برای بدست آوردن  
تکرار   (32مدل )موثر   الگوریتم در هر  باشند.  دارای مقادیر یکسان  تکرار متوالی  برنامه در دو  را حل می، یک مدل  کند ریزی خطی 

 ای از ناحیه شدنی تکرار قبل است. که ناحیه شدنی آن زیر مجموعهطوریه ب

 نامنفی است.  (32) مدلغیرتهی باشد آنگاه مقدار بهینه   اگر فضای شدنی  -4 لم

  .شودنتیجه حاصل می  (32مدل )از قید دوم  اثبات.

 در شرط توقف الگوریتم جواب موثر ضعیف موارد زیر برقرارند: -2توجه 

آنگاه  اگر −  . 

اگر −     آنگاه
 

. 

  ( 1مدل )جواب موثر ضعیف    .  برای    و    و  فرض کنید  -6  قضیه  
 با مقدار بهینه نامنفی  باشد.  (32مدل )بهینه جواب   است اگر و تنها اگر 

 صورتباشد در اینمی (2مدل  )جواب موثر ضعیف یک باشد یعنی ( 1مدل )جواب موثر ضعیف فرض کنید  اثبات.

 صورت دو نتیجه زیر را خواهیم داشت: در این

 الف( 

 لذا 

 صورت داریم: در این امین هدف است و    وزن برای  فرض کنید  

 لذا 

 ب( 

 

(33 )    

 .
 

 ( )
( )

( )

( )
 

 ( )
( )

 

 ( ) ( )  

 ( ) ( )( )  

 ( ) ( )( ) 
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 لذا 

 صورتدر این

 بنابراین ما داریم:

 باشد. می (32مدل ) جواب بهینه ،  ببا توجه به قسمت الف و  لذا 

کنید   فرض  خلف،  برهان  مدل  موثر  جواب  برعکس،با  هیچ  نمی ضعیف  به مشخص  معادل باشد  یک    طور  حداقل  ندارد    وجود 
          ضعیف  ،برای موثر  لذا نمی  (2)  مدلجواب  باشد 

 که طوریبه وجود دارد 

 صورتدر این

 بنابراین 

)، 2لم طبق  ) ( )    بنابراین 

 صورتدر این امین هدف است و    وزن برای  فرض کنید  

 صورتدر این

  .با فرض مسئله در تناقض است

 صورت زیر خواهد بود:موثر ضعیف بهجواب ، الگوریتم ی فوق با توجه به قضیه

 ( ) ( )   

 ( ) ( )( )  

 ( ) ( )( ) 


 

 ( )

( )

( )
( )

  

 ( )

( )

( )
( )

  

 ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

  

 ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )  

 ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )  

 ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )-

r
r rr r .− 

p pDi - -
λ N D N Di i i i i i i i

i=1 i=1Di

  
x

x x x x
x

 



 

 

 

 

35 

یتم
گور

و ال
د

 
ب 

جوا
ن 

عیی
ی ت

 برا
ری

کرا
ت

امه
 برن

ئله
مس

ف 
ضعی

ی و 
 قو

وثر
ی م

ها
ازه

فه ب
هد

ند 
 چ

طی
 خ

ری
کس

ی 
ریز

ای
 

 الگوریتم جواب موثر  ضعیف -1-4-3

    که  طوریکنید بهرا انتخاب    برای هر    وزن دلخواه  باشد و     LFRیک نقطه دلخواه در    0فرض کنید    .1گام  

 . و قرار دهید  

)را بدست آورید و .2گام   تشکیل دهید. ( 33رابطه )را مطابق با  (

 .بنامید  را و مقدار بهینه تابع هدف    بهینه آن راریزی خطی زیر را حل کنید و جواب  مسئله برنامه . 3گام 

معرفی   موثر ضعیفعنوان جواب  را به  صورت  در دو تکرار متوالی یکسان باشند در این  (34)  مدل  اگر جواب بهینه  .  4گام  
 بروید. 2گام و به  قرار دهید  صورت کنید در غیر این

 نمایش داده شده است.    2شکل  در  فرآیند حل برای الگوریتم جواب موثر ضعیف

 

 موثر ضعیف. فرآیند حل الگوریتم جواب     - 2شکل 

Figure 2- The solving process of the weakly efficient solution algorithm. 

 های عددی و آنالیز نتایج مثال   - 5

ها  گوریتمهای موثر قوی و ضعیف حاصل از الایم و جواب، ما دو مثال عددی حل کردههای پیشنهادیبرای نشان دادن کارآیی الگوریتم 
 ایم. را با یکدیگر مقایسه کرده

 را در نظر بگیرید:                            (10مدل ) -2مثال 

(34 ) 
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-کارگیری الگوریتماست. اکنون برای بهصورت   به   (10مدل )مطابق با روش نایاک و اوجا، جواب بهینه  
آوریم. بنابراین داریم: را بدست می  (10مدل )    LFR،   1قضیه   ابتدا  با استفاده از  ای پیشنهادی،  ه


    برای     

و 


در نظر بگیرید و   صورت و تلورانس مجاز را به  صورت دار را به. بردار وزنبرای   
 ها در نظر بگیرید.عنوان نقطه شروع برای الگوریتمجواب بهینه حاصل از روش نایاک  و اوجا را به

 صورت زیر است:به ب موثر قویجوا فرآیند پیدا کردن جواب توسط الگوریتم  

0  .1گام      و کرده  انتخاب  بهوزنبردار  را  را  مجاز صورت دار  وتلورانس  بگیرید  نظر    در 
 . را انتخاب کرده و  قرار دهید   

 را بدست آورید.  و   2.0گام 

تشکیل    .3گام   )با  از  ،  (28مدل  است  عبارت  بهینه  )جواب  از   ( است  عبارت  هدف  تابع  بهینه  مقدار   و 
 . 

 . بروید  5به گام  . 4گام 

)صورت  در این .5گام    است. (10مدل )عنوان تقریبی از جواب موثر قوی به (

 صورت زیر است: به جواب موثر ضعیففرآیند پیدا کردن جواب توسط الگوریتم  

 .تکرار اول

 در نظر بگیرید و قرار دهید  صورت به  دار راوزنبردار  انتخاب کرده و    LFRرا از    0 .1گام  

)و    0 .2گام   را تشکیل دهید. 0(

تشکیل  .  3گام   )با  از  ،  (34مدل  است  عبارت  بهینه  )جواب  از   ( است  عبارت  هدف  تابع  بهینه  مقدار   و 
 . 

 بروید. 2گام و به  قرار دهید   .0. 4گام 

 .تکرار دوم 

) .2گام  و   ( 
 
 

 را بروز کنید. 

تشکیل    .3گام   )با  از  ،  (34مدل  است  عبارت  بهینه  )جواب  از   ( است  عبارت  هدف  تابع  بهینه  مقدار   و 
. 

)صورت  در این . 4گام              است. (10مدل )جواب موثر ضعیف  (
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 باشد. توجه داشته باشید جواب بهینه حاصل از روش نایاک  و اوجا، جواب موثر قوی و  ضعیف نیز می 

    زیر را در نظر بگیرید:  IMOLFP -3مثال 

با استفاده از   آوریم. بنابراین داریم: را بدست می  (35مدل )     LFR،   1قضیه   ابتدا، 


و      برای     


3و    برای     3


وزن  بردار  به.  را  را  صورت  دار  مجاز  تلورانس  و 

 در نظر بگیرید.  صورت  به 

 صورت زیر است:به ب موثر  قویجوا فرآیند پیدا کردن جواب توسط الگوریتم  

0  .1گام     در نظر بگیرید و تلورانس مجاز   صورت دار را بهوزنبردار  را انتخاب کرده و  
 .  را انتخاب کرده و قرار دهید   

). 2گام  )
0و   0

 را تشکیل دهید.    

)جواب بهینه عبارت است از  ،  (28مدل )با تشکیل  .  3گام    و مقدار بهینه تابع هدف عبارت است از  (
 

 . بروید  5به گام   .4گام 

)صورت  در این  .5گام    است. (35مدل )عنوان تقریبی از جواب موثر قوی به (

 صورت زیر است: به جواب موثر ضعیففرآیند پیدا کردن جواب توسط الگوریتم  

 .تکرار اول

0  .1گام   در نظر بگیرید و قرار دهید صورت دار را بهوزنبردار  انتخاب کرده و    LFRرا از  3.0961,30.4892
 . 

) .2گام  )
0و    0

 را تشکیل دهید.   

(35 ) 
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تشکیل    .3گام   )با  از  ،  (34مدل  است  عبارت  بهینه  )جواب  )1 0.5839,36. 4= از  496 است  عبارت  هدف  تابع  بهینه  مقدار   و 

w = 57.96161G . 

 بروید. 2گام و به  .  قرار دهید  0. 4گام 

 . تکرار دوم 

)  .2گام   را بروز کنید. 1و   (

تشکیل    .3گام   )با  از  ،  (34مدل  است  عبارت  بهینه  )جواب  )2 0.5839,36. 4= از  496 است  عبارت  هدف  تابع  بهینه  مقدار   و 
 . 

)صورت در این   .4گام  )0.5839,36 42 =      است. (35مدل )جواب موثر  ضعیف  496.

های کنیم و جواب را حل می  (35)  مدل،  های پیشنهادیایم و با استفاده از الگوریتمصورت رندومی انتخاب کردهنقطه بهچندین  در ادامه،  
 اند.  آورده شده 1جدول آوریم. نتایج در موثر قوی و ضعیف را بدست می

 های پیشنهادی. ( با استفاده از الگوریتم 35نتایج بدست آمده از حل مدل )   - 1جدول 
Table 1- The results obtained from the solving of model (35) using the proposed algorithms. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

شود  بنابراین دو  می    ایم، بعد از یک مرحله تکرار،صورت رندومی انتخاب کردهنقاطی که بهدر الگوریتم جواب موثر قوی، تمام  
)  ینقطه  )و    ( عنوان تقریبی از جواب موثر قوی  را به  عنوان جواب موثر قوی و بقیه نقاط را به  (

)  یگیریم. با استفاده از الگوریتم جواب موثر ضعیف، دو نقطه در نظر می )و    ( عنوان  را به  (
)ی نقطه   ،1 جدول توجه کنید که در کند. معرفی می جواب موثر ضعیف عنوان جواب موثر ضعیف و تقریبی از  به (

) یجواب موثر قوی است و نقطه   باشند.نیز می (35) مدلعنوان جواب موثر ضعیف و قوی  به(

 است. نمایش داده شده  3 شکلجواب موثر قوی و ضعیف در   هایهای موثر توسط الگوریتممجموعه جواب

جدول  در    و از الگوریتم جواب موثر ضعیف استفاده کنید. نتایج  ی شروع در نظر بگیریدعنوان نقطه را به  1  جدولنقاط موثر قوی در    اکنون
 آورده شده است.  2

 الگوریتم جواب موثر  قوی          الگوریتم جواب موثر  ضعیف         0X نقطه شروع 

1 جواب موثر قوی      تعداد تکرارها  جواب موثر ضعیف       
Gs 

(3.0961,30.4892 ) (0.5839,36.4964) 2 (3.0951,30.4831) 0.0029 
(7.0000,8.0000) (21.2421,0.9901) 4 (6.9995,7.9993) 0.0016 

(2.0000,33.0000) (0.5839,36.4964) 2 (1.9994,33.0073 ) 0.0173 
(6.7789,8.1235  ) (21.2421,0.9901) 4 (6.7789,8.1237 ) 0.0029 
(10.2491,12.3716 ) (21.2421,0.9901) 4 (10.2476,12.3690 ) 0.0001 
(8.0231,23.1292 ) (21.2421,0.9901 ) 2 (8.0303,23.1272 ) 0.0036 
(5.6437,6.1376 ) (21.2421,0.9901 ) 5 (5.6455,6.1387 ) 0.0040 

14.9621,5.0019) ) (21.2421,0.9901 ) 2 (14.9609,5.0011 ) 0.0018 
(12.1921,16.1292 ) (21.2421,0.9901 ) 2 (12.1914,16.1276 ) 0.0003 
(11.2071,18.0807 ) (21.2421,0.9901 ) 2 (11.2070,18.0802 ) 0.0024 
(17.0239,8.1357 ) (21.2421,0.9901 ) 2 (17.0192,8.1322 ) 0.0012 
(20.0392,1.4384 ) (21.2421,0.9901 ) 2 (20.3810,1.4382 ) 0.0000 
(0.5839,36.4964 ) (0.5839,36.4964) 1 (0.5839,36.4965 ) 0.0039 
(21.2421,0.9901 ) (21.2421,0.9901 ) 2 (21.2418,0.9903 ) 0.0000 
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)ی شروع با نقطه  2 جدولدر  جواب بهینه یکسان دارد   ،الگوریتم جواب موثر ضعیف در تکرار چهارم و پنجم، (
نقطه  )ی  لذا  نقطه   ( دو  تنها  است  ذکر  به  لازم  است.  ضعیف  موثر   )ی  جواب  و   (

(  ، نقاطی هستند که جواب موثر قوی و  ضعیف  هستند. (

که با استفاده از الگوریتم  توانیم بدست آوریم. در حالیای نمیه نشدنی است و جواب بهینهاکنون با استفاده از روش نایاک و اوجا مسئل
 جواب موثر قوی و ضعیف توانستیم تعداد متعددی جواب موثر بدست آوریم.

 

 های پیشنهادی. های موثر حاصل از الگوریتم مجموعه جواب     - 3شکل 

Figure 3- The efficient solutions set obtained by proposed algorithms. 

 

 ( با استفاده از الگوریتم جواب موثر ضعیف. 35نتایج بدست آمده از حل مدل )   - 2جدول 
Table 2- The results obtained from solving of model (35) using the weakly efficient solution algorithm. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 زیر را در نظر بگیرید:    IMOLFP -4مثال 

 تکرارها تعداد    جواب موثر ضعیف  0X نقطه شروع 

(3.0951,30.4831) (0.5839,36.4964) 2 
(6.9995,7.9993) (21.2421,0.9901 ) 4 

(1.9994,33.0073 ) (0.5839,36.4964) 2 
(6.7789,8.1237 ) (21.2421,0.9901 ) 4 
(10.2476,12.3690 ) (21.2421,0.9901 ) 4 
(8.0303,23.1272 ) (21.2421,0.9901 ) 2 
(5.6455,6.1387 ) (21.2421,0.9901 ) 5 
(14.9609,5.0011 ) (21.2421,0.9901 ) 2 
(12.1914,16.1276 ) (21.2421,0.9901 ) 2 
(11.2070,18.0802 ) (21.2421,0.9901 ) 2 
(17.0192,8.1322 ) (21.2421,0.9901 ) 2 
(20.3810,1.4382 ) (21.2421,0.9901 ) 2 
(0.5839,36.4965 ) (0.5839,36.4964) 1 
(21.2418,0.9903 ) (21.2421,0.9901 ) 2 
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آوریم. بنابراین داریم:را بدست می (36مدل )  LFR،  1قضیه  ابتدا، با استفاده از 


و 


ی  برا    

    در نظر بگیرید. و تلورانس مجاز را به صورت  صورت  دار را به . بردار وزن

های  کنیم و جوابرا حل می  (36)  مدلایم و  صورت رندومی انتخاب کردهنقطه بهچندین  ،  جواب موثر قویدر ادامه با استفاده از الگوریتم  
 اند. آورده شده 3جدول آوریم. نتایج در موثر  قوی را بدست می

های موثر قوی هستند. سپس تمام عنوان تقریبی از جواببه  تمام نقاط بدست آمده توسط الگوریتم جواب موثر قوی،  3  جدولبا توجه به  
، در تکرار اول و دوم جواب بهینه  برای تمام نقاط   کنیم لذاحل می  با استفاده از الگوریتم جواب موثر ضعیفرا      3جدول  نقاط رندومی  

)  صورت  به یکسان    (36مدل )عنوان جواب موثر ضعیف  را به، این نقطه  روآید و از اینبدست می  (
     باشند.نیز می (36مدل )عنوان تقریبی از جواب موثر قوی به این نقطه که کنیم در حالیمعرفی می

کنیم. با توجه به  ثر ضعیف استفاده میو از الگوریتم جواب مو  گیریممیعنوان نقطه شروع در نظر  را به  3  جدولنقاط موثر قوی در    اکنون
)ی تنها نقطه  4جدول  ی آید. لازم به ذکر است که تنها نقطه عنوان جواب موثر ضعیف بدست میبه، (

 باشد.ی موثر قوی نیز می، تقریبی از نقطهموثر ضعیف

که با استفاده از الگوریتم  توانیم بدست آوریم. در حالی ای نمی است و جواب بهینهاکنون با استفاده از روش نایاک و اوجا مسئله نشدنی  
 جواب موثر قوی و ضعیف توانستیم تعداد متعددی جواب موثر بدست آوریم.

 ( با استفاده از الگوریتم جواب موثر قوی. 36نتایج بدست آمده از حل مدل )   - 3جدول 
Table 3- The results obtained from solving of model (36) using the strongly efficient solution algorithm. 

 

 

 

 

 

 

 

 

(36 ) 

  


  

  


  

   

   

 

 

   

   



0X 1X 1نقطه شروع 
Gs 2X Gs

2 

3.4791,2.1879,1.8031) ) (3.8087,4.2048,1.3961) 4.0464  (3.8089,4.2045,1.3956) 0.0003 
(1.2752,3.3056,4.1029)    (1.1243,4.8657,4.7414) 1.8446 (1.1346,4.9071,4.7724)   0.0688 

(0.2739,5.3769,6.9001)            (0.0000,6.5363,7.7181)          0.9644 (0.0000,6.5363,7.7181)   0.0000  
     (4.0982,1.2372,0.9036)            (4.3861,2.5755,0.0000)        3.2071 (4.3859,2.5810,0.0000)   0.0114 
   (2.2222,2.2222,2.2222)            (2.5744,3.7971,2.2227)       2.9700   (2.5914,3.8239,2.2325)        0.0661 

(2.0748,0.9491,2.0271)     (2.9582,3.7384,1.7802)  5.8060   (2.9582,3.7384,1.7802)  0.0003 
(3.0112,4.2917,3.1359)          (3.0708,5.3451,3.2743)     1.7182   (3.0706,5.3454,3.2747)   0.0022 

(2.0234,2.2875,6.2871)  (0.0000,10.0909,11.0909)   12.4304    (0.000,10.0909,11.0909)    0.0010 
(1.2976,0.3745,0.9875)    (1.3328,0.9092,0.5765)        0.2540   (1.3334,0.9096,0.5762)   0.0018 

     (3.9107,1.4198,1.3871)          (4.2001,3.5998,0.3997)      3.7838   (4.1999,3.6001,0.4002)  0.0052 
(0.0000,10.0909,11.0909)   (0.0000,10.0909,11.0909)  0.0010   
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 ( با استفاده از الگوریتم جواب موثر ضعیف. 36نتایج بدست آمده از حل مدل )   - 4جدول 
Table 4- The results obtained from solving of model (36) using the weakly efficient solution algorithm. 

 

 

 

 

 

 

 

 های ارائه شده انجام خواهیم داد.ای بین روش مقایسهدر ادامه 

 های پیشنهادی مقایسه الگوریتم   - 6

که در الگوریتم  شود در حالی  مجاز  کمتر از تلورانس، شرط توقف این است که مقدار بهینه تابع هدف  در الگوریتم جواب موثر قوی
، تعداد شود. در هر دو الگوریتم  این است که جواب بهینه بدست آمده در دو تکرار متوالی یکسان، شرط توقف  جواب موثر ضعیف

ای از ناحیه  شود و ناحیه شدنی در هر تکرار زیرمجموعهی شروع است و در هر تکرار تنها یک مدل خطی حل میتکرارها وابسته به نقطه 
شود. در الگوریتم جواب موثر قوی و  اضافه می  LFR، محدودیت جدید به  بع هدف شدنی در تکرار قبل است. در هر تکرار به تعداد توا

 آوریم.  عنوان جواب موثر بدست میی جدید به ، یک نقطه ی شروع، با تغییر نقطه ضعیف

های موثر قوی متعددی  ، جوابکنید که با انتخاب نقاط دلخواه و استفاده از الگوریتم جواب موثر قویمشاهده می،  3و    1  هایجدولدر  
گواه    3  شکل آوریم و  که با استفاده از الگوریتم جواب موثر ضعیف تعداد محدودی جواب موثر  بدست میآوریم در حالیبدست می

ی شروع و استفاده از الگوریتم جواب موثر ضعیف  عنوان نقطه ، با انتخاب نقاط موثر قوی به4  و  2  هایجدولدر  این مطلب است.  
های موثر  ، جوابهای موثر ضعیفجواب  3شکل  . با توجه به  آوریمکنید که تعداد محدودی جواب موثر ضعیف بدست میمشاهده می

 باشند.، جواب موثر قوی میهای موثر ضعیفجواب صورت اتفاقیها بهقوی هستند. لازم به ذکر است در این مثال

های جواب موثر قوی و ضعیف توانستیم تعداد متعددی جواب موثر قوی و ضعیف بدست  لگوریتم، با استفاده از ا4و    3  هایمثالدر  
 ای نتوانستیم بدست آوریم.  که با استفاده از روش نایاک و اوجا مسئله نشدنی شد و جواب بهینهآوریم در حالی

   گیری نتیجه   - 7

ارائه     IMOLFP  های موثر مدل  دو الگوریتم تکراری برای تعیین جواب مورد مطالعه قرار گرفته است.  IMOLFP   مدل،  در این مقاله 
ریزی را به یک مدل برنامه    IMOLFP ، مدل  تعریف قوی و ضعیف، با استفاده از  موثر قوی و ضعیفهای جواب  در الگوریتم  شده است.

با استفاده از روش هستند و    برای    پارامترکه توابع هدف وابسته به  طوریه کنیم بتبدیل می  LFRی  خطی چند هدفه رو
ریزی که این مدل برنامهطوریکنیم به ریزی خطی تک هدفه تبدیل میریزی خطی چند هدفه را به مدل برنامه، مدل برنامه دارمجموع وزن 

شود. اضافه می  LFR  ، محدودیت جدید بهبه تعداد اهدافچنین  است و هم   برای    خطی تک هدفه وابسته به پارامترهای  
کنند.  های جدید نیز تغییر میمحدودیتشوند و لذا توابع هدف و  روز رسانی میبه   برای      در هر تکرار مقدار پارامتر

محدودیت این  بهافزودن  می   LFRها  تکرار  هر  در  شدنی  ناحیه  تقلیل  به  از  منجر  دلخواه  نقطه  انتخاب  با  از    LFRشود.  استفاده  و 
های  توان جواب، میی شروعنقطه آید و با تغییر  بدست می IMOLFP عنوان جواب موثر مدل   ، یک نقطه به های پیشنهادیالگوریتم

 تعداد  تکرارها  0X 1=X0Xنقطه شروع 

(3.8089,4.2045,1.3956) (0.0000,10.0909,11.0909) 2 
(1.1346,4.9071,4.7724) (0.0000,10.0909,11.0909) 2 

(0.0000,6.5363,7.7181) (0.0000,10.0909,11.0909) 2 
(4.3859,2.5810,0.0000) (0.0000,10.0909,11.0909) 2 
(2.5914,3.8239,2.2325) (0.0000,10.0909,11.0909) 2 
(2.9582,3.7384,1.7802) (0.0000,10.0909,11.0909) 2 
(3.0706,5.3454,3.2747) (0.0000,10.0909,11.0909) 2 

(0.000,10.0909,11.0909) (0.0000,10.0909,11.0909) 1 
(1.3334,0.9096,0.5762) (0.0000,10.0909,11.0909) 2 
(4.1999,3.6001,0.4002) (0.0000,10.0909,11.0909) 2 
(4.3859,2.5810,0.0000) (0.0000,10.0909,11.0909) 2 
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 شود .  ریزی خطی حل می، در هر تکرار تنها یک مدل برنامه در هر دو الگوریتم جواب موثر قوی و ضعیف. موثر متعددی را بدست آوریم 

 منابع 

Alefeld, G., & Herzberger, J. (1983). Introduction to interval computations. Academic press. 

Bhurjee, A. K., & Panda, G. (2015). Multi-objective interval fractional programming problems: an approach for obtaining 

efficient solutions. Opsearch, 52(1), 156-167. 

Borza, M., Rambely, A. S., & Saraj, M. (2012). Solving linear fractional programming problems with interval coefficients 

in the objective function, a new approach. Applied mathematical sciences, 6(69), 3443-3452. 

Charnes, A., & Cooper, W. W. (1962). Programming with linear fractional functionals. Naval research logistics 

quarterly, 9(3‐4), 181-186.. 

Chinnadurai, V., & Muthukumar, S. (2016). Solving the linear fractional programming problem in a fuzzy environment: 

numerical approach. Applied mathematical modelling, 40(11-12), 6148-6164. 

Das, S. K., & Mandal, T. (2017). A MOLFP method for solving linear fractional programming under fuzzy 

environment. International journal of research in industrial engineering, 6(3), 202-213. 

Dinkelbach, W. (1967). On nonlinear fractional programming. Management science, 13(7), 492-498. 

Ebrahimnejad, A., Ghomi, S. J., & Mirhosseini-Alizamini, S. M. (2018). A revisit of numerical approach for solving linear 

fractional programming problem in a fuzzy environment. Applied mathematical modelling, 57, 459-473. 
Ehrgott, M. (2005). Multicriteria optimization (Vol. 491). Springer. 

Falk, J. E., & Palocsay, S. W. (1994). Image space analysis of generalized fractional programs. Journal of global 

optimization, 4(1), 63-88. 

Fiedler, M., Nedoma, J., Ramík, J., Rohn, J., & Zimmermann, K. (2006). Linear optimization problems with inexact data. 

Springer. 

Hladík, M. (2010). Generalized linear fractional programming under interval uncertainty. European journal of operational 

research, 205(1), 42-46. 

Jeyakumar, V., Li, G. Y., & Srisatkunarajah, S. (2013). Strong duality for robust minimax fractional programming 

problems. European journal of operational research, 228(2), 331-336. 

Kumar-Das, S. (2019). A new method for solving fuzzy linear fractional programming problem with new ranking 

function. International journal of research in industrial engineering, 8(4), 384-393. 

Mostafaee, A., & Hladík, M. (2020). Optimal value bounds in interval fractional linear programming and revenue 

efficiency measuring. Central European journal of operations research, 28(3), 963-981. 

Nayak, S., & Ojha, A. (2015). Generating Pareto optimal solutions of multi-objective LFPP with interval coefficients 

using∊-constraint method. Mathematical modelling and analysis, 20(3), 329-345. 

Nayak, S., & Ojha, A. K. (2019). Multi-objective linear fractional programming problem with fuzzy parameters. In soft 

computing for problem solving (pp. 79-90). Springer, Singapore. 

Rivaz, S., & Yaghoobi, M. A. (2013). Minimax regret solution to multiobjective linear programming problems with 

interval objective functions coefficients. Central European journal of operations research, 21(3), 625-649. 

Shaocheng, T. (1994). Interval number and fuzzy number linear programmings. Fuzzy sets and systems, 66(3), 301-306. 

Sun, X. K., & Chai, Y. (2014). On robust duality for fractional programming with uncertainty data. Positivity, 18(1), 9-28. 

Taghi-Nezhad, N. A., & Babakordi, F. (2019). Fuzzy quadratic programming with non-negative parameters: a solving 

method based on decomposition. Journal of decisions and operations research, 3(4), 325-332. (In Persian). 

https://doi.org/10.22105/DMOR.2019.84073 

Valipour, E., Yaghoobi, M. A., & Mashinchi, M. (2014). An iterative approach to solve multiobjective linear fractional 

programming problems. Applied mathematical modelling, 38(1), 38-49. 

 

https://doi.org/10.22105/DMOR.2019.84073

