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Abstract 

The Cramer-Rao lower bound is obtained by using integration by parts and the Cauchy-Schwarz inequality.  

The integration by parts formulas of Malliavin calculus plays a role in this study. The point estimation 

problem is very crucial and has a wide range of applications. When we deal with some concepts such as 

random variables, the parameters of interest and estimates may be observed as imprecise. Therefore, the 

theory of fuzzy sets is important in formulating such situations. Using the fuzzy set theory, we define a fuzzy-

valued random variable and fuzzy stochastic process.  We use the Malliavin derivative and Skorohod integral 

to study the asymptotic properties of the statistical model for fuzzy random variables. We show how to use 

the conditional expectations of certain expressions to derive Cramer-Rao lower bounds for Fuzzy valued 

Random Variables that they do not require the explicit expression of the likelihood function. As an example, 

we consider a fuzzy random sample of size n induced by independent standard normally distributed random 
variables with fuzzy parameter. 

Keywords: Malliavin derivative, Skorohod integral, Fuzzy random variable, Cramer-Rao lower bound. 
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 چکیده
جزء در جزءبه یریگ. انتگرالدیآیشوارتز به دست م یکوش یجزء و نامساوجزءبه یریگرائو با استفاده از انتگرال-کرامر نییکران پا

از  یاگسترده فیاست و ط یاتیح اریبس ای در آمار و احتمالاتنقطه نیمطالعه نقش خواهد داشت. تخم نیدر ا نیاویحسابان مال
مانند  میمفاه یکه با برخ یاز کاربردها دارد. هنگام یاگسترده فیاست و ط یاتیح اریبس یانقطه نیدارد. مشکل تخم ها راکاربرد

مجموعه یهینظر ن،یمشاهده شوند. بنابرا قیردقیها ممکن است غموردنظر و برآورد یپارامترها م،یکنیمقابله م یتصادف یرهایمتغ
 ندیو فرا یبا مقدار فاز یتصادف ریمتغ ،یفاز یمجموعه یهیدارد. با استفاده از نظر تیاهم یطیشرا نیدادن چندر شکل یفاز یها

 نیاویاز مشتق مال ،یفاز یتصادف یرهایمتغ یبرا یمدل آمار یمجانب یهاتیمنظور مطالعه خاص. بهمیکنیم فیرا تعر یزفا یتصادف
-کرامر نییپا یهادست آوردن کرانبه یبرا ن،یعبارات مع یشرط یدهایاستفاده از ام ی. چگونگمیکنیو انتگرال اسکورهود استفاده م

عنوان مثال، . بهمیدهینداشته باشند، را نشان م یتابع احتمال حیصر انیبه ب یازیکه ن ،یفاز ریمقادبا  یتصادف یرهایمتغ یرائو برا
 یشده است، موردبررس جادیا یتوزیع نرمال مستقل با پارامتر فاز یتصادف یرهایمتغ لهیوسرا که به nاندازه به یفاز یتصادف یانمونه
 .میدهیقرار م

 .رائو-کرامر نییکران پا ،یفاز یتصادف ریانتگرال اسکورهود، متغ ن،یاویمشتق مال های کلیدی:واژه
 پژوهشی نوع مقاله:
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 مقدمه -1

پذیرد. ای از یک جامعه انجام میاز نمونه شدهیآورهای جمعاساس دادهبر هایریگجهیاستنباط آماری فرآیندی است که در آن، نت
که پارامترها دارای مقادیر دقیق و پارامترهای دقیق متکی است. اما فرض نمودن این قطعیهای های کلاسیک آماری معمولًا به دادهروش

های فازی یک ی مجموعهدیگر، نظریهنظر گرفته شوند، مشکل است. از طرفصورت مقادیر دقیق دراشند یا متغیرهای تصادفی بهبمی
ای های برای یک پارامتر نامشخص با استفاده از دادهبرآورد نقطه یمفاهیم نادقیق است. مسئله لیوتحلهیشده و مفید در تجزابزار شناخته

جزء گیری جزءبهرائو با استفاده از انتگرال-ی آماری کلاسیک، کران پایین کرامرهای مختلف توسعه یافته است. در نظریهفازی، در رویکرد
تواند در این مقاله مورد جزء حسابان مالیاوین میگیری جزءبهدست آمده است. بنابراین فرمول انتگرالشوارتز به-و نامساوی کوشی

هایی در یک مدل آماری پارامتری برای به دست آوردن اطلاعات های مشابهی برای استنباط عبارتن از تکنیکتوااستفاده قرار گیرد. می
ها این است که مستقیماً به بیان صریح تابع احتمالی نیاز ندارند و فرم آن رائو استفاده نمود. مزیت این عبارت-های کرامرفیشر و کران

منظور از خاصیت دوگانی یک فضای گاوسی به (2001) 1گوبتی برآوردگرها مناسب است. برای مطالعه خواص مجانبی مدل و بعض
شود، استفاده صورت گسسته مشاهده میپارامتری، زمانی که مشاهدات به توزیعهای مطالعه نرمال بودن ترکیبی مجانبی موضعی مدل

دست آوردن مالیاوین برای مطالعه خواص مجانبی مدل آماری و بههای حسابان تکنیکاز  (2011) 2گایه-کهاتسو ونماید. کورکورا می
، 3)ویرتلهای فازی در های استنباط آماری با دادهاز روشاند.بعضیهنموداستفاده  قطعیرائو برای متغیرهای -های پایین کرامرکران

مسائل استنباط آماری در محیط فازی  (2006) 6و باکلی (2005) 5باکلیاند. نظر گرفته شدهدر( 2013، 4)عبادی و همکاران و( 2006
طور یکنواخت با کمترین واریانس ای فازی نااریب بهگر نقطهتخمینروش جدیدی برای ( 2007) 7اکبری و رضایینماید. را مطالعه می

و تعریف متغیر تصادفی فازی با تابع احتمالی معلوم، یک کران  یفاز یمجموعه یهیبا استفاده از نظر (2006) 8ترابی. نمودندپیشنهاد 
یریم. سپس گنماید. در این مقاله، متغیرهای تصادفی فازی کانونی را در نظر میرائو برای برآوردگرهای فازی بیان و اثبات می-پایین کرامر

واریانس فازی  رائو برای تابع-کنیم تا یک کران پایین کرامریتصادفی فازی با پارامتر فازی اعمال م یحسابان مالیاوین را برای یک نمونه
با توزیع معلوم،  قطعیتصادفی  ییک نمونه وسیلهبههای تصادفی فازی گر نااریب منظم از یک تابع پارامتری را بیابیم. نمونهیک تخمین

تصادفی فازی و فرآیندهای تصادفی فازی  به برخی از مباحث مقدماتی در محاسبات فازی، متغیرهای 2بخش  اند.شده تنتاجاس
در فضای گاوسی خواهیم نمود. در بخش  قطعی، مروری بر حسابان مالیاوین برای متغیر تصادفی 3اختصاص داده شده است. در بخش 

 بریم.کار میرائو برای واریانس فازی به-افتن یک کران پایین کرامررا برای ی آمده دستبه ، تعاریف و نتایج4

 سابقه فازی -2

:𝜇𝐴ت با تابع عضوی  A∈Rی  فاز یک مجموعهی  𝑅 → μشناخته شده است و  [0,1]
A

(x) برای هر(x∈R درجه عضویت )x یجموعهم در 
، )کومار داس و (2018، 9)تقی نژاد و تلاشیانتوان به های فازی و اعداد فازی میبرای مرور تعریف و خواص مجموعهاست.  A  فازی
 اشاره کرد.  (2019، 11و )فراهانی و همکاران (2017، 10مندل

یف  αکه برای هر یاگونهبه Aی فازهای مجموعه -1تعر ∈ [0,1]، [A]
α
={x∈R:μ

A
(x)≥α} باشد، باF(R) شوند. مجموعهنشان داده می 

x∈R:μ}با بستار مجموعهA از 0[𝐴]صفر -تراز
A

(x)≥0}  د تعریف شده است. از نما[A]
α
=[al

α,au
α] برای نمایش صریح α-های برش A 

 کنیم.استفاده می

یف  μ ای وجود داشته باشد کهگونهبه xشود هرگاه فازی نرمال نامیده می ییک مجموعهA  فازی یمجموعه-2تعر
A

(x)=1 . 

                                                           

1Gobet 
2Corcuera & Kohatsu-Higa 
3Viertl 
4Ebadi et al. 
5Buckley 
6Buckley 
7Akbari & Rezaei 
8Torabi 
9Taghi-Nezhad & Taleshian 

 10Kumar Das & Mandal 
11Farahani et al. 
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یف   زیر برقرار باشند:شود هرگاه شرایط یک عدد فازی نامیده میA صورت باشد، در این Rیک زیرمجموعه از  A فرض کنید -3تعر

 فازی نرمال و محدب باشد ییک مجموعه. 

 تابع عضویتشμ
A

 .پیوسته بالایی باشدنیم 

 صفر-مجموعه تراز،[𝐴]0 دار باشد.کران 

یف  [A]ه ای باشد کگونهدار و بسته بهعدد فازی کرانA اگر  -4تعر
α
=[al

α,au
α]  و تابع عضویتش بر[al

α,al
au] صعودی اکید و بر [1

1,au
α] 

 شود.عدد فازی کانونی نامیده میA گاه  نزولی اکید باشد، آن

یف  [A]راگ .های حسابان فازی استاندارد()عملگر -5تعر
α
=[al

α,au
α]  و[B]

α
=[bl

α
,bu
α] ازای هرشده بهدو بازه فازی داده  𝛼 ∈ [0,1] ،

 صورت زیر تعریف شده اند:های حسابان فازی استاندارد بهعملگر

 [𝐴 ⊕ 𝐵]𝛼 = [𝑎𝑙
𝛼 + 𝑏𝑙

𝛼 , 𝑎𝑢
𝛼 + 𝑏𝑢

𝛼]، 

 [kA]α=[min{kal
α,kau

α},max{kal
α,kau

α}] ازای  به𝑘 ∈ 𝑅، ویژه اگر بهk=-1 ،گاه آن باشد [-A]
α

=[-au
α,-al

α] و[A⊝B]α=[al
α-

bu
α
,au
α-bl

α]، 

 [A⊗B]α=[(ab)
l

α
,(ab)

u

α]  با(ab)
l

α
=min{al

αbl
α
,al
αbu

α
,au
αbl

α
,au
αbu

α}  
(ab)   و

u

α
=max{al

αbl
α
,al
αbu

α
,au
αbl

α
,au
αbu

α} 

   اگر ∉ [𝑏𝑙
0, 𝑏𝑢

=α[A⊘B]گاهاشد، آنصفر ب [0 [(
a

b
)
l

α
,(

a

b
)
u

α]  است با(
a

b
)
l

α
=min {

al
α

bl
α ,

al
α

bu
α ,

au
α

bl
α ,

au
α

bu
α} . 

 و

  

,𝛺)فرض کنید  𝐴, {𝐴𝑡}𝑡∈[0,𝑇], 𝑃) کامل بوده، فضای احتمالی فیلتر شده با یک فیلتر {At}t∈[0,T]برآورده های رایج را باشد که  فرضیه
، 1منتظری) صفر باشد-P هایو شامل تمام مجموعه Aاز  σ هایی صعودی  و از راست پیوسته از زیر سیگماجبرنموده، یک خانواده

2019.) 

:𝜇𝑥ش با تابع عضویت SXز ا x̃ی فاز یصورت یک زیرمجموعهباشد، در اینX  یک متغیر تصادفی گاهتکیه SXد فرض کنی 𝑆𝑋 → [0,1] 
μبا تابع عضویت  x̃توان عدد فازی صورت میداده شده است در اینx∈SX تعریف شده است. عدد حقیقی 

x̃
(r) استنباط  یاگونهرا به

μه نمود ک
x̃
(x)=1 ازای و به r≠x،μ

x̃
(r)<1  .باشد x̃   وسیله عدد حقیقی شده بهاستنتاجرا یک عدد حقیقی فازیx نامیم.میX    را یک

نظر بگیرید. توجه در SXاعداد حقیقی  توسطشده  ستنتاجهمه اعداد حقیقی فازی ا یرا مجموعه F(SX)و  SXگاه تکیهمتغیر تصادفی با 
رو متغیر باشد. از این X وابسته به متغیر تصادفی X̃ برش α یبوده و  هر مجموعه X̃ گاه متغیر تصادفی فازیتکیه F(SX) داشته باشید که

 شده است. استنتاج X وسیلهبه X̃ تصادفی

یک متغیر حقیقی  X̃گاه یک دستگاه اعداد حقیقی فازی کانونی باشد، آن F(R)اگر  .(2012، 2)اکبری و خنجری صادق -1گزاره 
Xlفازی است اگر و تنها اگر 

α  و𝑋𝑢
𝛼  به ازای هرα∈[0,1] متغیرهای تصادفی باشند  . 

یک عدد حقیقی فازی کانونی  θ̃ کنیم که پارامتر فازیاست. فرض می μθ̃ تابع عضویتبا  Θفازی از  ییک زیرمجموعه  θ̃ی پارامتر فاز
 در نظر گرفته شده باشد.

                                                           

1Montazeri 
2Akbari & Khanjari Sadegh 

(1) (
a

b
)
u

α
=max {

al
α

bl
α ,

al
α

bu
α ,

au
α

bl
α ,

au
α

bu
α} .       
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یف  Xl است اگر X توسط  یافته ستنتاجا θ̃ دارای یک توزیع با پارامتر فازی X̃گوییم  -6تعر

α  وXu
α دارای توزیع یکسانی مانند X  به

θl ترتیب با پارامترهای
α  وθu

α  .باشند 

یف  اند اگر و تنها مستقل Ỹ و X̃صورت گوییم باشند. در این Yو  X توسط  یافته ستنتاجدو متغیر حقیقی فازی ا Ỹ و X̃ فرض کنید-7تعر
Xl} یاگر هر متغیر تصادفی در مجموعه

α,Xu
α:α[∈[0,1]} یمستقل از هر متغیر تصادفی در مجموعه {Yl

α,Yu
α:α∈[0,1]} .باشد 

یف  α∈[0,1] ،Xl ازای هرتوزیعند، اگر و تنها اگر بههم Ỹ و X̃ فازیمتغیرهای تصادفی -8تعر
α  و Yl

α و توزیع همXu
α   و Yu

α توزیع نیز هم
 باشند.

باشد. گوییم  𝜃 با پارامتر فازی ( X1,X2,...,Xn)توسط یافته ستنتاجا nاندازه تصادفی فازی به ییک نمونهX̃1,X̃2,...,X̃n )فرض کنید 
 θ̃ توزیع و مستقل باشند. برای پارامتر فازی ها همX̃i تصادفی فازی است اگر و تنها اگر ییک نمونه  (X̃1,X̃2,...,X̃n) تصادفی ینمونه

θ̃ برش α یمجموعه
α
=[θl

α
,θu
α
𝜃𝑙صورت از پیوستگی را داریم. در این [

𝛼  وθu
α  نسبت بهα به ازای هر θ∈[θl

α
,θu
α
]، θl

β  یاθu
β یاگونهبه 

β≥α ،θ=θl وجود دارد که برای برخی
β  یا θ=θu

β باشند. برای هر پارامترθ∈θ̃ کنیم:تعریف می 

θ̂l

α
=min [

inf
α≤β≤1

{θ̂(x1,…,xn   ):xi=xil

β
},

inf
α≤β≤1

{θ̂(x1,...,xn):xi=xiu
β }

] , 

 

𝜃𝑙] بازه
𝛼 , 𝜃𝑢

𝛼]قطعی یهاشامل تمام برآورد کنندهθ∈θ̃
α

Xil متغیر تصادفی از هر 
β وXiu

βازایبهβ≥α .است 

یف  یک  X̃:I×Ω→F(R)ت صوریک متغیر تصادفی فازی باشد، در این t∈[0,T]هر  یآرامبه X̃(t):Ω→F(R)فرض کنید نگاشت  -9تعر
 فرآیند تصادفی فازی است.

 قطعیحسابان مالیاوین گاوسی برای متغیر تصادفی  -3

تر درباره فرآیندهای وینر خواننده را بیش یکنیم. برای مطالعهمایوان برای فضای وینر را یادآوری میبرخی از تعاریف و حقایق حسابان 
,𝛺)فضای احتمالی  دهیم.ارجاع می (2005، 2سولی-)سانزو  (2006، 1)نولارتبه  𝐴, 𝑃) ازای نظر بگیرید. بهرا درn≥0 ایچندجمله

 کنیم:صورت زیر تعریف میهای مشهور هرمیت را به

 
Hکه 𝑛 آشوب وینر از مرتبه n≥0و برای هر  X اند. برای هر فرآیند گاوسی ایزو نرمالکه نسبت به قانون گاوس متعامد یکه

n
نشان داده   با 

 کنیم.تعریف می {Hn(X(h)),h∈H,‖h‖H=1}وسیله به دشدهیتول L2(Ω,A,P) صورت زیرفضای خطی بستهشود را بهمی

H شود کهمشاهده می
0
=R  وH

1
={X(h),h∈H}  مشهور است ( 1951، 3)ایتواست و این فضاها بر یکدیگر متعامدند. علاوه بر این بنابر

L2(Ω,F,P)=⊕n=0که 
∞ H

n
طور یکتا تواند به یک سری بهمی F∈L2(Ω,A,P) باشد. این بدین معنی است که هر متغیر تصادفیمی 

                                                           

1Nualart 
2Sanz-Solé 
3Itô 

(2) θ̂u

α
=max [

sup
α≤β≤1

{θ̂(x1,…,xn):xi=xil

β
},

sup
α≤β≤1

{θ̂(x1,...,xn):xi=xiu
β }

]. 

(3) Hn(x)=
(-1)

n

√n!
e

x2

2
d

n

dxn
(e

-x2

2 ) .   
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H متعامد متعلق به هرشده از اجزای مشخص
n

𝐻ام nبه  آشوب وینر  i یابد. اگر تصویر هتوسع  
𝑛

را  L2(Ω)نشان داده و نرم در  Jnرا با   
|||⋅|با 

2
 صورت داریم:نشان دهیم، در این 

 و

 
 سازیم:به شیوه زیر می Xنرمال ایزوحال یک حسابان متناظر با یک فرآیند گاوسی 

S ای از متغیرهای تصادفی هموار به شکل  را مجموعه 

 
اش دارای رشد مشتقات جزئیای باشد که تمام گونهبه n≥1برای هر  Rnپذیر نهایت بار مشتقتابعی بی f در نظر بگیرید که در آن

است که  L2(Ω,H)عضوی از  Fمشتق مالیاوین  چگال است.  Lp(Ω)در  p≥1  ازای هربه S ای باشند. به یاد آورید که مجموعهچندجمله
 است. DX(h)=hکه  ژهیوتعریف شده است، بهزیر  صورتبه

نمایش داده  D1,2صورت که به ی چگالبا دامنه L2(Ω,H)به  L2(Ω)از  شدهفیکران چگال تعرعنوان یک عملگر بسته و بیتواند بهآن می
یک متغیر تصادفی باشد که  DkFای تعریف نماییم که مشتق تکرار شده گونهرا به Dتوانیم تکرار این عملگر چنین می. همشودمی شده

L2(Ω,H متعلق به k≥1 به ازای هر
⊗k

نسبت به  Sدهنده بستار نشان p≥1 ،Dk,pو k≥0  راست. برای ه (

=F‖k,p‖نرم [E(|F|p)+ ∑k
j=1 E(‖DjF‖

H
⊗j

p
)]

1

p چنیناست. هم 

 و  

 
 تجزیه آشوب وینر داریم:اساس علاوه بر. بهD0,p=Lp(Ω) ،  داریمp≥1و به ازای هر  k=0 ،D0:=Id نویسیم. به یاد آورید که به ازایرا می

 
,𝐿2(𝛺این عملگر چنین تعریف شده است. هم Dصورت الحاقی عملگر به δعملگر  𝐻)از  به L2(Ω)  .چگال و بسته تعریف شده است

 F∈D1,2مقداری متغیرهای تصادفی با مشتق اول مالیاوین است. اگر  Hیعنی فضای  D1,2(H)شده و شامل نشان داده Domδاش با دامنه
 دوگانی   یصورت رابطهباشند، در این u∈Domδو 

u=∑nر است. اگ δ(h)=W(h) گاه باشد، آن Hعضوی از  hرا داریم. اگر فرض کنیم 
i=1 Fihi  را در نظر بگیریم کهFi∈S ست وا hi 

 صورت باشند، در این Hاعضای 

 

(4) F= ∑

∞

n=0

JnF . 

(5)   ||F||
2

2
= ∑

∞

n=0

||JnF||
2

2
 . 

(6) F=f(X(h1),...,X(hn)). 

(7) DF= ∑

n

i=1

∂if(X(h1),...,X(hn))hi.   

(8) Dk,∞:= ⋂
p≥1

Dk,p.    

(9) D∞,∞= ⋂
k≥0

⋂
p≥1

Dk,p.     

(10) DF= ∑

∞

n=0

D(JnF)= ∑

∞

n=1

Jn-1(DF).    

(11) E(Fδ(h))=E(〈DF,h〉H).    
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 رائو-کران پایین کرامر -4

ای است که متناظر با مقادیر فضای نمونه X تعریف شده است که در آن (X,Ax,{Pθ,θ∈Θ})گانه صورت سهیک مدل آماری پارامتری به
 توابعای از خانواده Pθ ،θ∈Θمیدان مشاهدات رؤیت شده است و - σ یک  Ax است، X=(X1,X2,...,Xn)بعدی  nاحتمالی بردار تصادفی 

چنین است را در نظر بگیرید. هم R یک بازه باز در Θ است و T:X→Rپذیر ای که یک نگاشت اندازهاست. آماره Xاحتمالی ممکن از 
E(T(X))=g(θ) .را در نظر بگیرید 

یف  ∂ شود هرگاهمنظم نامیده می Tپذیر مربعیآماره انتگرال-10تعر
θ
E(T(X))=E(∂θT(X))  وVar(T(X))∞< .باشند 

 مفروضات زیر را در نظر بگیرید:-1فرض 

 (1-1.) X دارای یک چگالی p(⋅;θ)∈C
 است. θمستقل از  supp(X)با  θ∈Θبه ازای هر  1

  (2-1.)  متغیر تصادفیX(ω,⋅)∈C
∂علاوهاست. به ω∈Ωبه ازای هر θتابعی از  1

θ
Xi∈L2(Ω) و  استE(∂θXi|X=x)∈C

ازای به xصورت تابعی از به 1
 است. i=1,2,...,nو  θ∈Θ     هر
 (3-1.) ازایبه i=1,...n ،∂xi

(E(∂θXi|X)p(X;θ))

p(X;θ)
∈L2(Ω( ای داریم که برای هر تابع هموار گونهرا بهh ،∂

xi
h(X):=∂xi

h(x)
|x=X

 دهیم.را نمایش می 

 (4-1.)  هر آمارهT∈C
 منظم است. supp(X) گاه فشرده در درونبا تکیه 1

  (5-1.)  p(x;θ) عنوان تابعی از بهθ برای هر x .ثابت هموار است 

 (6-1.) برای هر آماره هموار T گاه فشرده در درونبا تکیهsupp(X). 

 

-1)فرضیات ای باشد که گونهیک آماره منظم به Tرائو( فرض کنید -)نامساوی کرامر .(2011گا،یه-) کورکورا و کهاتسو -2گزاره 
  (3-1( و )1

فشرده نباشد،   supp(X)است اگر  supp(X)∂در  =∞x0شامل  Xگاه مرز تکیه supp(X)∂که  x0∈∂supp(X)∀و  i=1,...n،  ∀θ∈Θازای  به
گاه  آن

 ارایه شده که مخرج صفر نیست.

چنین تواند انجام شود. اما کران فوق همدر دسترس باشد، محاسبه می pکه فرم صریح تابع چگالی های کلاسیک، هنگامیدر مدل
 اعمال شود. pتواند بدون استفاده مستقیم چگالی صریح می

 را در نظر بگیرید، یعنی  (1-1فرضیات )  -1ملاحظه 

 .رائو مرسوم است-نامساوی کرامر (15)معادله دهد که نشان می

(12) δ(u)= ∑

n

i=1

FiW(hi)- ∑

n

i=1

〈DFi,W(hi)〉H.   

(13) ∂
θ
∫

Rn
T(x)p(x;θ)dx= ∫

Rn
T(x)∂θp(x;θ)dx,∀θ∈Θ.   

(14) lim
x→x0

E(∂θXi|X=x)p(x;θ))=0.    

(15) Var(T(X))≥
(∂θE(T(X)))

2

E (∑n
i=1

∂xi
(E(∂θXi|X)p(X;θ))

p(X;θ)
)

2

،

     

(16) –∑

n

i=1

∂xi
(E(∂θXi|X=x)p(x;θ))

p(x;θ)
=∂

θ
logp(x;θ),∀θ∈Θ.    
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 δ یدر دامنه Hیک متغیر تصادفی با مقادیر در  Z و Xj∈D1,2، j=1,...nفرض کنید (2011 گا،یه-)کورکورا و کهاتسو -1قضیه 
 گاه باشد آن g(θ)یک برآورد کننده نااریب منظم از  T اگر    Z,DXj〉H=∂θXj〈 باشند که یاگونهبه

 علاوه بر این فرض کنید که 

  X  دارای چگالیp(x;θ)∈C
 باشد، θمستقل از    supp(X)گاهتکیهبا  𝜃 عنوان تابعی ازبه 1

 فشرده در درون گاههیهر آماره هموار با تک supp(X) منظم باشد و 

 θ∈Θ، ازای هر گاه بهآن

 است.

ای وجود داشته باشد که گونهبه Hبا مقادیر در  Uبعدی  nدرنظر بگیرید که یک بردار تصادفی  Z منظور یافتنبه-2ملاحظه 
〈Uk,DXj〉H=δkj که ،δkj صورت دلتای کرونکر است، در اینZ= ∑n

k=1 Uk∂θXk ن توااست. میUk= ∑n
j=1 AkjDXj  را قرار داد که در

=Akj  آن (〈DXk,DXj〉H)
 است. 1-

وسیله شده به تاجاستن nاندازه یک نمونه تصادفی فازی به (X̃1,X̃2,...,X̃n( را در نظر بگیرید. فرض کنید (1-1فرضیات ) -3گزاره 
 از یک برآوردگر فازی نااریب منظم از ṽ(T̃(X̃)) گاه برای تابع واریانس فازیباشد. آن θ̃ با پارامتر فازی (X1,X2,...,Xn) تصادفی ینمونه

g(θ̃)  با تابع عضویت 

 داریم:

 
X∈X̃ازایبه 1قضیه صورت با استفاده از باشد. در این g(θ̃)یک برآوردگر فازی از  T̃(X̃)فرض کنید  برهان.

α و θ∈θ̃
α داریم: 

 :توان نوشتبنابراین می

 

 

(17) Var(T(X))Var(E(δ(Z)|X))≥(g'(θ))
2
 .     

(18)              ∂
θ
∫

Rn
T(x)p(x;θ)dx= ∫

Rn
T(x)∂θp(x;θ)dx,    ∀θ∈Θ.   

(19) E(δ(Z)|X)=∂θlogp(X;θ),a.s.    

(20) μ
ṽ
(y)= sup

0≤α≤1

αI[vl
α,vu

α](y),         

 (21) vu
α≥max

[
 
 
 
 
 sup
α≤β≤1

(g'(θl
β

))
2

Var(E(δ(Zl
β
)|Xl

β
))

,

sup
α≤β≤1

(g'(θu
β

))
2

Var(E(δ(Zu
β)|Xu

β
)) ]

 
 
 
 
 

.      

(22) var (T̃
α
(X)) ≥

(g'(θ))
2

Var(E(δ(Z)|X))
.        

(23)    vl
α (T̃(X̃)) ≥min

[
 
 
 
 
 inf
α≤β≤1

(g'(θl
β

))
2

Var(E(δ(Zl

β
)|Xl

β
))

,

inf
α≤β≤1

(g'(θu
β

))
2

Var(E(δ(Zu
β)|Xu

β
)) ]

 
 
 
 
 

,       
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 طور مشابهو به

 

باشند.  i=1,2,...,nی ازانرمال استاندارد به از توزیع  ها متغیرهای تصادفی مستقل εi، که در آن Xi=εi+θفرض کنید -1ل مثا
(𝑋̃1, 𝑋̃2, . . . , 𝑋̃𝑛) تصادفی فازی از اندازه  یعنوان یک نمونهرا بهn یوسیلهشده به تاجاستن (X1,X2,...,Xn) با پارامتر فازی θ̃  در نظر

𝐸(𝜀𝑗𝜀𝑘) و   W(hi)=εiکه  DXi=hi گاهآنباشد،  ,...ε1,ε2توسط دنباله  دشدهیفضای خطی تول Hبگیرید. اگر  = 𝐴𝑘𝑗 = 𝛿𝑗𝑘 ت. از اس
رو این

 بنابراین 

θ∈θ̃توان به ازایرو میاز این
α

 

 توانیم بنویسیم:می 3گزاره دست آورد. از را به

 طور مشابهو به

 

 گیرینتیجهبحث و -  5

دست مودیم. برای بهن رائو برای تابع واریانس متغیر تصادفی فازی پیشنهاد-در این مقاله رویکرد جدیدی برای یافتن یک کران پایین کرامر
  .کار بردیمقطعی را بجزء برای متغیرهای تصادفی گیری جزءبهآوردن نتایج مشتق مالیاوین گاوسی، انتگرال اسکوهود و فرمول انتگرال

های بعدی با استفاده از تعریف مشتق مالیاوین در پژوهش کنیم.توجه است که از فرمول صریح تابع احتمال در عبارات استفاده نمیقابل
 م.پردازیهای پایین می( به مطالعه تابع چگالی متغیر تصادفی هر متغیر تصادفی فازی و کران2018، 1فری و همکارانفازی در )جع
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(24) vu
α (T̃(X̃)) ≥max

[
 
 
 
 
 sup
α≤β≤1

(g'(θl
β

))
2

Var(E(δ(Zl

β
)|Xl

β
))

,

sup
α≤β≤1

(g'(θu
β

))
2

Var(E(δ(Zu
β)|Xu

β
)) ]

 
 
 
 
 

.         

(25) Z= ∑n
j,k=1 ∂θXkAkjDXj= ∑n

j=1 hj.      

(26) δ(Z)= ∑n
j=1 Xj-nθ.       

(27) var (T̃
α
(X)) ≥

(g'(θ))
2

n
.          

(28) vl
α (T̃(X̃)) ≥min

[
 
 
 
 inf
α≤β≤1

(g'(θl
β

))
2

n
,

inf
α≤β≤1

(g'(θu
β

))
2

n ]
 
 
 
 

,         

 (29) vu
α (T̃(X̃)) ≥max

[
 
 
 
 sup
α≤β≤1

(g'(θl
β

))
2

n
,

sup
α≤β≤1

(g'(θu
β

))
2

n ]
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