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 هچکید
شدن حل این گونه مسائل با  تری است که برای سادهسازیبهینهروش کلاسیک دارای پیچیدگیسینگولار به یحل مسائل کنترل بهینه

استاتیکی حل  یدینامیکی یک سری مسئله یجای حل دستگاه معادلهمتعامد به سازیبهینه یتقریب توابع موجود در مسئله با پایه
ارائه شده است.  یتمیه الگوریفور یولت لژاندر و سریو یسیماتر سازیبهینهات عملگریخصوص استفاده از. این مقاله با شودمی
ولت یو یکهیمتعامد  سازیبهینه یهیمشتق حالت و بردار کنترل توسط پا سازیبهینه ریحالت، متغ سازیبهینه ریالگوریتم متغ ایندر

 سازیبهینه ستمیس ینهیر بهینه و مسیبردار کنترل به یمحاسبه یب مجهول بسط داده شده است. برایه با ضرایفور یو سر لژاندر
ب ین ضرایشده ارتباط بیات توابع متعامد معرفیخصوص استفاده ازدرجه دو معرفی شده است که با  ینهیبا تابع هز ینگولارخطیس

𝑥̇(𝑡) و𝑥(𝑡) یل شده و مسئلهیتبد یستم به معادلات جبریس سازیبهینه کینامیروش پیشنهادی، د استفاده ازشود. با یدا میپ 
با تابع  یکیاستات یمسئله سازیبهینه نگاشت داده شده است که باعث یکیاستات یبه فضا یکینامید یاز فضا یکینامید یسازنهیبه

ولت یو یکهیمتعامد  یهیتم با پاین الگوریا استفاده ازحل مسئله با  ی. ابتدا براشودمی یخط سازیبهینهدیدرجه دوم و ق ینهیهز
 .می شوده، حل مسئله تکرار یفور یمتعامد سر یهیلژاندر استفاده شده است و سپس با پا

 کنترل بهینه، توابع متعامد، ویولت، ماتریس سینگولار. :کلیدی واژه             

             
   

 مقدمه -1

 آن بررسی سازیبهینه .سپس ویژگیشودمیمنفرد توسط موجک لژاندر را شرح داده  سازیبهینهسیستم یقسمت ابتدا کنترل بهینه ایندر

 خواهد شد.خطی معرفی منفرد  سازیبهینهسیستم یکنترل بهینه سازیبهینههایت نبسط تابع و در ،شود. در ادامهمی

 منفرد توسط موجک لژاندر سازیبهینهستمیسی نهیكنترل به -1-1

جه شده است. او به ینت( 1667 – 1748) یجان برنول یسیدان سوئ یاضیشده توسط رشنهادیپ یبار از مسئلهنیاول یبرا سازیبهینه یمسئله
( بلغزد و در کثقل و بدون اصطکا یرویدر آن )تحت ن یاز داشت  که جسمیقائم ن ی در صفحه Bو  Aثابت  ین دو نقطهیب یمنحن کی
شکل به یمیس سازیبهینه یبا سراندن مهره یطور تجربهن مطلب را بیست. این یهین مسأله بدید. جواب ایاین بییمم زمان ممکن به پاینیم

 افت .یتوان دریمناسب م سازیبهینه

 گیری و تحقیق در عملیاتنشریه تصمیم                      

  1398 پاییز(، 3، شماره )4دوره                                  

با زمان با ر ینامتغ یخطنفرد م هایستمیس ینه برایكنترل به یطراح

 توابع متعامد استفاده از

 *یمعمار ی، مهدییطباطبا دیحم
 .رانی، اقوچان ،یآزاد اسلام، دانشگاه قوچانواحد  ،یو مهندس یدانشکده فن وتر،یکامپ یگروه مهندس

 

 25/07/1398: پذیرش 01/05/1398اصلاح:  18/02/1398دریافت: 
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کردن دایمتعامد، اساس کار پ سازیبهینه یاجملهچند استفاده ازها با ستمیس ییل وشناسایوتحلهینه، تجزیکنترل به یدر حل مسئله
 هستند.  یوتریمحاسبات کامپ یبرا یها روش مناسبتمین الگوریباشد و اینه میکنترل به یحل مسئله یبرا یتمیالگور

 سازیبهینهریکه در آن متغ یتمیه، الگوریفور یموجک لژاندر و سر یسیماتر سازیبهینهات عملگریخصوص استفاده ازمقاله با  ایندر
ب یبا ضراه یفور یموجک لژاندرو سر یکهیمتعامد  سازیبهینه یهیمشتق حالت و بردار کنترل توسط پا سازیبهینه ریحالت، متغ

دو  یدرجه ینهیبا تابع هز یمنفرد خط سازیبهینهستم یس ینهیر بهینه و مسیبردار کنترل به یمحاسبه یشده، براداده مجهول بسط
 یریکارگشود. با بهیم دایپ 𝑥(𝑡)و 𝑥̇(𝑡)ب ین ضرایشده ارتباط بیات توابع متعامد معرفیخصوص استفاده ازخواهد شد، که با  یمعرف

به  یکینامید ی، از فضایکینامید سازیبهینه یل شده و مسئلهیتبد یستم به معادلات جبریس سازیبهینه کینامیتم حاضر، دیالگور
 سازیبهینه یخط سازیبهینه دیدرجه دوم وق ینهیبا تابع هز یکیاستات یمسئله کیصورت  ایندرنگاشت داده شده که  یکیاستات یفضا
 ار ساده می باشد.یبس ،وتریبا کامپ ینظر محاسباتتم ازین الگوریا چنینهم .شودمی

  موجک  لژاندر سازیبهینه یژگیو -2-1

𝜓𝑚,𝑛(𝑡)موجک لژاندر = 𝜓(𝑘, 𝑛̂, 𝑚, 𝑡) چهار آرگومان است. یدارا 𝑘 = 1,2,3,…,  ،𝑛̂ = 2𝑛 − 1،𝑛 = 1,2,3,… , 2𝑘−1 و𝑚 
ف یر تعریشکل زبه (0,1]یدر فاصله 𝛹𝑚,𝑛(𝑡)زه کردن زمان است و ینرمال یبرا 𝑡باشد و یلژاندر م سازیبهینه یاچندجمله یمرتبه

 شده است: 

                                            

 د:یآیدست مهر بیز یبازگشت یباشد که توسط رابطهیم  𝑚ی لژاندر از مرتبه یاچندجمله 𝐿𝑚(𝑡)جا این در

( ) , ( ) , ( ) ( ) ( ), , , ,
m m

L t L t t L t tL t L t mmm mm m

   
   
      
   


      

K
2 11 1 2 30 1 1 11 1

 

 بسط تابع  -3-1

 را توسط موجک لژاندر بسط داد. 𝑓(𝑡)توان یمحدود باشد م یانرژ یدارا (0,1]یفاصلهدر 𝑓(𝑡)گنال یاگر س

𝑐𝑛,𝑚که  = (𝑓(𝑡), 𝜓𝑛,𝑚(𝑡)) اشاره دارد. 1به ضرب داخل 

 :می شودنمایش داده ر یصورت ز، آن بهشودنظر ( صرف2)ی معادلهاگر از جملات بالاتر 

 شوند :یف میر تعریصورت زبه 𝛹(𝑡)و 𝐶که 

                                                                                                                 

                                                           

1Inner product 

(1) 
ˆ ˆ

ˆ( ) ( ), ,
( ),

.

k
n nkm L t n tmt k km n

oterwise











 
   



11 1 12 22 2
2 2 2

0

 

(2) 𝒇(𝒕) = ∑ ∑ 𝒄𝒏,𝒎𝝍𝒏,𝒎(𝒕),

∞

𝒎=𝟎

∞

𝒏=𝟏

𝒂, 

(3) 𝑓(𝑡) ≈ ∑ ∑ 𝑐𝑛,𝑚𝜓𝑛,𝑚(𝑡) = 𝐶
ΤΨ(𝑡),

𝑀−1

𝑚=0

2𝑘−1

𝑛=1

 

(4) 𝐶 = [𝑐10, 𝑐11, … , 𝑐1𝑀−1, 𝑐20, … , 𝑎

𝑐2𝑀−1, … , 𝑐2𝑘−10, … , 𝑐2𝑘−1𝑀−1]
Τ,

 

 Ψ(𝑡) = [𝜓10(𝑡), 𝜓11(𝑡), … , 𝜓1𝑀−1(𝑡), 𝜓20(𝑡),

… , 𝜓2𝑀−1(𝑡), … , 𝜓2𝑘−10(𝑡), … , 𝜓2𝑘−1𝑀−1(𝑡)]
Τ,
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2𝑘−1𝑀ها، که بعد آن ×  باشد.یم 1

 م:ی، دارگرفته شود( انتگرال 4)یمعادلهشده در فیتعر 𝛹(𝑡)اگر از بردار 

(2𝑘−1𝑀)با بعد  𝑃سیکه عملگر ماتر × (2𝑘−1𝑀) ر است:یصورت زبه 

𝑀با بعد 𝐿 و 𝐻( 6)ی معادلهدر  ×𝑀 شود:یف میرتعریشکل زبه 

2 0 0

0 0 0

0 0 0

H 

 
 
 
 
  

K

K

M M O M

K 

 است از:عبارت موجک لژاندر یانتگرال ضرب دو تابع بردار و

𝐷 = 𝐼 = ∫ 𝛹(𝑡)𝛹𝛵(𝑡)𝑑𝑡
1

0
 .باشدیس واحد میماتر 𝐼که ,

 منفرد خطی  سازیبهینهسیستم  یكنترل بهینه -4-1

 :صورت زیر باشدبهستم یس اگر

𝑥که ∈ 𝑅𝑁 و𝑢 ∈ 𝑅𝑍 ؛ب بردار حالت و کنترل  هستندیترتبه𝐵, 𝐴, 𝐸 اگرهستندثابت با بعد مناسب  سازیبهینهس یماتر ،𝑑𝑒𝑡 𝐸 = 0 
 ند.یگومنفرد ستم یستم، سیبرقرار باشد، به س

0است  𝑥(𝑡)ریو بردار مس 𝑢(𝑡)ی نهیداکردن بردار کنترل بهیپ ،هدف مسئله ≤ 𝑡 ≤ ند و یر را حداقل نمایز ینهیکه تابع هزیطوره، ب 1
 ( برقرار باشند:9( و )8)های معادلهدر  𝑢(𝑡)و 𝑥(𝑡)بردار

 

(5) ( ) ( ),t t dt P t    0 
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1 70 0 0 0 02 7 5

2 30 0 0 0 0
2 3 2 1

2 10 0 0 0 0
2 1 2 3

 

(8)  
(9)  

(10) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .J x Sx x t Qx t u t Ru t dt




    
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( ) ( ) ( ).Ex t Ax t Bu t 
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,𝑅(10) یمعادله که در 𝑄, 𝑆  با بعد مناسب هستند، یسازیبهینهس یماتر𝑄, 𝑆 هستند و1مثبت-نیمعمهیمتقارن ن سازیبهینهس یماتر𝑅 
 باشد.یم)SPD(2ن مثبتیس متقارن معیماتر

گیرد. سازی صورت می. سپس روش پیشنهادی نمایش داده شده و اثبات آن با شبیهمی شودتحقیق بررسی و گزارش  یپیشینه ،در ادامه
 شود.آتی و منابع  بیان می سازیبهینهپیشنهادات، کار یبندی، ارائهپس جمعس

 تحقیق یپیشنیه -2

گونه گوناگون برای این سازیبهینهتوجه به اهمیت موضوع به مطالعه و بررسی و طراحی کنترل محققین زیادی با ،در چند سال اخیر
توان به طراحی کنترل بهینه و کنترل مقاوم جمله میاند که ازفراوانی را ارائه نموده سازیبهینهاند و روش منفرد پرداخته سازیبهینهسیستم 

نگی و -)لوواسمختلف فیدبک حالت  سازیبهینهجمله روش کنترلی متفاوتی از سازیبهینهروش (، 2002)فریدمن و شاکد، 
بر مبتنی سازیبهینهو روش ( 2010)دنگ، کنترل هوشمند (، 2013؛ سایدن و هاسین، 2014آذرفر و همکاران،  ؛1994همکاران، 

 اشاره داشت.  (1992)باجیک،  هاتوابع لیاپانوف مخصوص این سیستم

مطالعات  واخیر جز سازیهینهبمنفرد چند ورودی چند خروجی نیز در  سازیبهینهروش کنترل تطبیقی نیز برای سیستم  چنینهم
مقالات ایشان  ازکیده برق دانشگاه صنعتی امیرکبیر تهران که یکجمله مسعود شفیعی استاد دانشد. ازباشارتباط می ایندرشده انجام

؛ رزاقی 2002رزاقی و یوسفی،  ؛2004به )مرزبان و رزاقی،  توانزمینه میایندر چنینهم و( 2001)شفیعی، ارجاع علمی شده است 
برای  افزارینرممتغیر  یکنندهبا طراحی کنترل (2015لیو و همکاران )شاره نمود .نیز ا( 2013و همکاران،  آذرفر) ( و2001و یوسفی، 

ای به بررسی بازخورد خروجی غیرخطی نیز در مقاله (2015لین و لان ) .اندگونه مسائل بودهمنفرد  درصدد حل این سازیبهینهسیستم 
ای با بررسی روش میانگین در مقاله (2015نگ و همکاران )و د. انمنفرد با اشباع ورودی پرداخته سازیبهینهکامل برای سیستم 

 پرداختند.جمله ارجاعات این مقاله خطی منفرد از سازیبهینهبندی برای تثبیت محدودیت زمانی سیستم زمان

طی نامشخص و کاربرد آن منفرد خ سازیبهینهبینانه برای سیستم اساس ارزش خوشنیز به بررسی کنترل بهینه بر( الف2017شو و زو )
پایداری و کنترل بهینه برای سیستم  ای دیگر تحت عنواندر مقاله( ب2017شو و زو ) اند.خروجی پویا پرداخته-به یک مدل ورودی

پارامتر  ینهیکنترل به یمسئله( 2017زنگ و همکاران ) اند.زمینه پرداخته ایندرمنفرد  با تداوم زمانی به مباحث مرتبط  سازیبهینه
 سازیبهینهسیستم  برای ناظرطراحی ( 2017زنگ و بیجانارو ) .ندفرد تصادفی را بررسی نمودبهمنحصر سازیبهینهخطی از سیستم 

 .ندخطی را بررسی نمود منفرد یتاخیر زمان

 اند.را بررسی نموده 3ارکو جامپم خطی منفرد زمان گسسته سازیبهینهثبات اتفاقی و نمایشی سیستم ( 2017فتنز و همکاران ) -چاوز
مریر و  موضوع پرداخته اند. به اینخطی منفرد  سازیبهینهعنوان پذیرش و تثبیت قوی سیستم ای بادر مقاله( 2018زنگ و چن )

کنترل  به بررسی( 2017کردا و گاجیک ) اند.منفرد را بررسی نموده سازیبهینهشرایط پذیرش جدید برای سیستم ( 2017همکاران )
 حل صحیحیک راه خود به یدر مقاله( 2017گو و همکاران ) اند.منفرد پرداخته سازیبهینهبهینه برای یک کلاس جدید از سیستم 

 اند.عمومی از یک سیستم منفرد  غیرخطی دو بعدی معادلات دیفرانسیلی دست یافته

خود  یتاخیر خطی منفرد  در مقاله سازیبهینهاز سیستم  جدید در کنترل زمان محدود یبه یک نتیجه (2016نیامساپ و فت )
به  (2016هوو و زنگ ) اند.کنترل غیرفعال سیستم تاخیر زمانی منفرد با اشباع محرک پرداخته به بررسی (2016فو و ما ) اند.رسیده

به بررسی یک کلاس از سیستم  (2016زنگ و همکاران ) اند.خطی منفرد پرداختهغیر سازیبهینهسیستم  استفاده ازطرحی نو با 
سازی و بازخورد حالت کنترل در ای تحت عنوان هماهنگدر مقاله( 2016فنگ ) اند.خطی نامشخص پرداختهمنفرد غیر سازیبهینه

به پایداری ورودی در حالت خاصی  الف(2016) همکاران لیو و یکپارچه خطی منفرد  به این موضوع پرداخته است. سازیبهینهسیستم 
تحلیل وای تحت عنوان تجزیهدر مقاله ب(2016)همکاران لیو و  اند.منفرد غیرهمزمان با زمان گسسته پرداخته سازیبهینهاز سیستم 

                                                           

1Symmetric positive semi-definite 

2Symmettic positive definie 

 3Markov jump 
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 چنینهماند. ع پرداختهموضو به اینرویکرد سیستم خنثی  استفاده ازمنفرد خطی با تاخیر زمانی متغیر با  سازیبهینهپذیری برای سیستم 
 ایمقالهدر  (2019رن و لین ) عمومی ماتریس منفرد  و غیرمنفرد  پرداخته است. سازیبهینهبه بررسی جواب  ایمقالهدر ( 2016الزور )

کتاب   یویسندهن (2018زوو ) اند.به فرد تصادفی خطی با پارامتر پریدن مارکوویچ  را بررسی نمودهکنترل بهینه برای یک سیستم منحصر
از ارجاعات این مقاله ، شده ساز که توسط مجله اروپایی کنترل منتشرکمینه سازیبهینهطور انحصاری توسط جریان به ،کنترل بهینه

 است. 

 روش پیشنهادی -3

توابع متعامد  استفاده ازکه با است و اینتر پرداخته شده ها از این دیدگاه کمگونه سیستمکنترل بهینه این یکه تاکنون به مسئلهبه این توجهبا
شود و دیگر درگیر استاتیکی تبدیل می یدینامیکی، به حل مسئله یکنترل بهینه یموجک لژاندر و بلاک پالس حل مسئله سری فوریه،

به یک الگوریتم ای حل مسئله گونهمرحله محاسبه شود و بهباشد و فقط کافیست یک سری ضرایب در یکمعادلات دینامیکی نمی
 شود .بازگشتی تبدیل می

 𝑥(𝑡)بیضرا ،، حالمی شودل یدرجه دو تبد سازیبهینه کیمنفرد به  سازیبهینهستم یس ینهیکنترل به یتم، مسئلهین الگوریا ککمبا
تم یالگور ایندر ،قسمت ازموجک  لژاندر ایندرگردد. روزرسانی میبه 𝑢(𝑡)و 𝑥(𝑡)نه،یب بهین ضرایو با ا شودمیدا ینه پیطور بهبه 𝑢(𝑡)و

 . شودمینه استفاده یکنترل به یحل مسئله یبرا

 ستم منفرد یزدن سبیتقر -1-3

𝑥𝑁(𝑡) ،𝑢𝑍(𝑡)  و𝑥̇𝑁(𝑡) م که یدهیلژاندر بسط مموجک  را با𝑁 = 1,2,3, … 𝑛  و𝑍 = 1,2,3,… 𝑧 باشد. یم 

 که

,{𝑎𝑁𝑖𝑗}که  {𝑢𝑍𝑖𝑗}و{𝑐𝑁𝑖𝑗} ،مجهول هستند𝑖 = 1,2,3,… , 2𝑘−1  و𝑗 = 1,2,3,… ,𝑀 −  .باشد یم  1

 د: یفرض کن

𝑁،که  𝑁هر ی( برا19-17)هایمعادله استفاده ازحال با  = 1,2,3, … 𝑛 کرد: یسیر بازنویصورت ز( را به8)ی معادلهتوان  ی، م 

( ) ( ) ( ).W t L t
N N N
       

𝑁 یلژاندر هم مرتبه برا سازیبهینهموجک ب یدادن ضراقرار یمساو با = 1,2,3, … 𝑛 : 

 

(11) ( ) ( ).x t A t
N N

  
(12) ( ) ( ).x t C t

N N
 & 

(13) ( ) ( ).u t U t
Z Z


  

(14) .[ , ,..., , ,..., ,... ]
,...,

TU U U U U U U K U K
Z Z Z Z M Z Z M Z Z M
  

  
1 1010 11 1 1 20 2 1 2 2 1

 

(15) .[ , ,..., , ,..., ,... ]
,...,

TC C C C C C C K C K
Z N N N M N N M N N M
  

  
1 1010 11 1 1 20 2 1 2 2 1

 

(16) 
.

[ , , , ,

, , , , , , ]

A a a a a
N N N N M N

a a a
N M N Nk k M





   

K

K K K
11 2010 1 1

2 1 1 12 0 2 1

 

(17) ( ( )) ( ).Ax t Y t
N N

  
(18) ( ( )) ( ).Ex t W t

N N
  

(19) ( ( )) ( ).Bu t L t
N N

  
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 که معادل است با :  
    

𝐾𝑁 = [𝑥(0),0,… ,0|𝑥(0),0, … ,0|… |𝑥(0),0, … ,0]
𝛵 شودمیف یعرت : 

 نه یزدن تابع هزبیتقر -2-3

 . شودمیب زده یتقر 𝐽ینهیاکنون توسط موجک لژاندر تابع هز

 د: یفرض کن

𝛼 ،𝛽 ،𝛹̂1(𝑡) و𝛹̂2(𝑡) د بع یب دارایترتهستند که به یسازیبهینهس یماتر𝑁2𝑘−1𝑀 × 1, 𝑍2𝑘−1𝑀 × 1، 𝑁 × 𝑁2𝑘−1𝑀𝑍 ×

𝑍2𝑘−1𝑀 کرد: یسیر بازنویصورت زتوان بهی( بردار کنترل و حالت را م25) و (23) ،(12(، )11)های معادله استفاده ازباشند. با  یم 

 (:10)ی معادله( در 27( و )26)ی هامعادله یگذاریبا جا

 کرد: یسیتر بازنوطور ساده( را به28)معادله یتوان ی( م7)یمعادله استفاده ازبا 
                  

𝐺ضرب کرانکر اشد،ب 𝐻𝑚×𝑛و   𝐺𝑟×𝑠اگر  .(2015)ونگ و همکاران،  اشاره دارد 4به ضرب کرانکر ⊗ه ک ⊗ 𝐻 ف یر تعریصورت زبه
𝑟𝑚ن بعد آ و شودمی × 𝑠𝑛 .است 

g H g H g Hs
g H g H g HsG H

g H g H g Hrsr r

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

K

K

M M M

K

11 12 1

21 22 2

1 2
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     

 ( ) ( ) (0).
0
tx t x t dt x   & 

 ( ) ( ) ( ).A t C P t K t
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     

(21) .A C P K
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 سازیبهینه یحل مسئله -4

دا یپ یا طورر 𝛽و 𝛼:شودمیان یر بیصورت زکه به یابدمیکاهش  یکیاستات یمسئله کینه به یکنترل به یتم فوق، مسئلهیبا انجام الگور
,𝐽(𝛼ه د کیکن 𝛽) ( برقرار باشند.22( و )20) هایمعادله سازیبهینهدیحداقل شود و ق 

 د:یفرض کن

,𝜆𝑁𝑆که  𝑁 = 1,2, … , 𝑛, 𝑆 = 1,2, … , 2
𝑘−1𝑀 صورت ( به30) یمعادلهاکسترمم  یط لازم براین شرایباشند، بنابرایمب لاگرانژ یراض

 ر است:یز

 :یخطمنفرد ستم یس .1 مثال

    ( و 33)های معادلهر حداقل شود و یز ینهیم تا تابع هزیدا کنیپ یرا طور 𝑢(𝑡)ی نهین است که بردار کنترل بهیهدف ا ،ستمیس ایندر
 ز برقرار باشند. ی( ن34)

𝑡ی ریرگیر متغییرا توسط تغ [0,2]ی زمان یلژاندر، ابتدا بازهموجک بسط استفاده از یبرا =
𝜏

2
 . شودمیل یتبد [0,1]ی زمان یبه بازه 

𝑘ی برا یکیاستات سازیبهینه ینه به مسئلهیکنترل به یتم، مسئلهیالگور استفاده ازحال با  = 2,𝑀 =  شود. یل میر تبدیشکل زبه 5

min
1

2
[𝐴1

Τ𝐴1 + 𝐴2
Τ𝐴2 + 𝑈

Τ𝑈]

𝑠. 𝑡 {
𝐴1
Τ − 𝐶1

Τ𝑃 − 𝐾1
Τ = 0

𝐴2
Τ − 𝐶2

Τ𝑃 − 𝐾2
Τ = 0

𝑎𝑛𝑑
𝐶2
Τ = 2𝐴1

Τ

𝐴2
Τ = −𝑈Τ.
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 دست می آید:هروابط بالا، روابط زیر ب استفاده ازبا 

(30) .  𝐿 = 𝐽 + ∑ ∑ 𝜆  𝑁𝑆
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min 𝐽 =
1

2
∑ ∑ 𝑎1𝑛𝑚

2

4

𝑚=0

2

𝑛=1

+ 𝑎2𝑛𝑚
2 + 𝑢𝑛𝑚

2

𝑠. 𝑡

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑎𝑝10 − 𝑥𝑝(0) = 𝑐𝑝10 −

√3

3
𝑐𝑝11

𝑎𝑝11 =
1

√3
𝑐𝑝10 −

√5

5√3
𝑐𝑝12

𝑎𝑝12 =
√3

3√5
𝑐𝑝11 −

√7

7√5
𝑐𝑝13

𝑎𝑝13 =
√5

5√7
𝑐𝑝12 −

√9

9√7
𝑐𝑝14

𝑎𝑝14 =
√7

7√9
𝑐𝑝13

𝑎𝑝20 − 𝑥𝑝(0) = 2𝑐𝑝10 + 𝑐𝑝20 −
√3

3
𝑐𝑝21

𝑎𝑝21 =
1

√3
𝑐𝑝20 −

√5

5√3
𝑐𝑝22

𝑎𝑝22 =
√3

3√5
𝑐  𝑝21

 −
√7

7√5
𝑐𝑝23

𝑎𝑝23 =
√5

5√7
𝑐𝑝22 −

√9

9√7
𝑐𝑝24

𝑎𝑝24 =
√7

7√9
𝑐𝑝23

 

کرده  یرا بازساز 𝑢(𝑡)و  𝑥(𝑡) ،(27( و )26)های معادلهدست آورده و از ب را بهیضرا ینهیر بهیبالا، مقاد سازیبهینه یبا حل مسئله
 نشان داده شده است. 2و1 سازیبهینه هایشکل چنینهمو  2و1 هایجدولمسئله در  یسازهیج شبیکه نتا

 هیفور یمنفرد توسط سر سازیبهینهستم یس ینهیكنترل به -4-1

 . شودمیل یتبد یکیاستات سازیبهینه ینه به مسئلهیکنترل به یه استفاده کرده و مسئلهیفور یبودن سرز از خواص متعامدیجا نایندر

 یسر سازیبهینه یژگیان ویتم اجتناب نموده و فقط به بیه و موجک لژاندر از تکرار الگوریفور یبودن روند کار در سرکسانیعلت به
 .شودمیه پرداخته یفور

 هیفور یسر سازیبهینه یژگیو -2-4

 ه بسط داد.یفور یرا توسط سر 𝑔(𝑡)ن توایمحدود باشد م یانرژ یدارا (0,1]یدر فاصله 𝑔(𝑡)ل گنایاگر س

𝑔𝑛و 𝑔𝑛هیب فوریضرا
 د:یآیدست مر بهیاز روابط ز ∗

 ر است:یصورت ز( به36)معادله ی در  𝑔(𝑡)م مشتقیکنیفرض م

 

(36) .*( ) cos( ) sin( )
n t n t

g t g g gn nL Ln

 
  



2 2
0 1

 

(37) . 𝑔0 =
1

𝐿
∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝐿

0
 

 𝑔𝑛 =
2

𝐿
∫𝑔(𝑡)cos

2𝑛𝜋𝑡

𝐿
𝑑𝑡,

𝐿

0

𝑛 = 1,2,3,… 

 𝑔𝑛
∗ =

2

𝐿
∫𝑔(𝑡)sin

2𝑛𝜋𝑡

𝐿
𝑑𝑡,

𝐿

0

𝑛 = 1,2,3,… 

(38) .*( ) ( ) cos( ) sin( )
n t n t

f t g t f f fn nL Ln

   
 
  


   



2 2
0 1
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   :شودنظر صرف 𝑔(𝑡)و  𝑓(𝑡)هیفور یسر یاگر از جملات مرتبه بالا

 که

 با
* * *( ) [ ]t r r         L L0 1 2 1 2                                  

cos , , , , ,
n t

nn L


   K

2 0 1 2 3 
* sin , , , ,

n t
nn L


   K

2 1 2 3 
𝑡یدر فاصله 𝜑(𝑡)عناصر ∈ (0, 𝐿) متعامد هستند. اگر از بردار𝛷(𝑡) ( انتگرال گرفته شود:41)ی معادلهشده در فیتعر 

2𝑟)با بعد  𝛲سیعملگر ماتر + 1) × (2𝑟 +  :ر استیصورت زبه (1

 است از:ه عبارتیفور یسر یضرب دو تابع بردار

.( )L t dt L 
2

0 0 
                             آن: که در

 به این ترتیب: 

2𝑟) باشد،یساده م یساختار یو دارا یکه قطر 𝐷سیبعد ماتر + 1) × (2𝑟 +  ی کنترلمسئله در یس نقش مهمین ماتریاست که ا (1

 :شودمی( نتیجه 38)ی معادلهن از ینه دارد، بنابرایبه
.( ) ( ) ( )tg t g f t dt  0 0 

𝑔(0)استفاده ازبا ( و 44)و  (40 (،)39)های معادله از = 𝐾𝑇𝛷(𝑡): 

(39) . * *( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r

g t g t g t g t G tn n nn
       

0 0 1
 

(40)   .* *( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r

f t f t f t f t F tn n nn
       

0 0 1
 

(41) .* * *[ ]G g g g g g g gr r
 L L0 1 2 1 2 

 .* * *[ ]F f f f f f f fr r
 L L0 1 2 1 2 

(42) . ( ) ( )t t dt t   0 

(43) . * *( ) ( )
n m

L Lt dt t dt Ln m n m n m
   








  



0
0 0

2
 

(44) . 

* *

* *

* *( ) ( )

* * * * * *

* * * * * *

r r

r r

Tt t r r r r r r

r r

r r r r r r

        

        

          

        

        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



K K

K K
M M M M M

K K

K K
M M M M M

K K

2
0 0 0 0 01 1

2
01 1 1 1 1 1

2
0 1 1

2
01 1 1 1 1 1

2
0 1 1

 

(45) 𝐷 = ∫ 𝜑𝜑𝑇(𝑡)
𝐿

0

𝑑𝑡 = 𝐿

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1

1

2
0

1

2
1

2
0 ⋱

1

2 ]
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،( ) ( ) ( )TG K t F t     

𝛫𝛵که   = [𝑔(0) 01 … 0𝑟 01
∗ … 0𝑟

∗ ].  

                           بنابراین: 

مقادیر بهینه   ،این ضرایب استفاده ازو  𝑢(𝑡)و 𝑥(𝑡)ی دست آورده وبا بازسازب را بهیضرا ینهیر بهیبالا، مقاد سازیبهینه یبا حل مسئله
 بخش بعد نشان داده شده است. 4 و 3های شکل چنینهمو  4 و 3 هایجدولمسئله در  یسازهیج شبینتا .آیددست میهب

( )

( )

r r

r

P L
r

r r

   







 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 












 

   













K K

K K

M M M M M M M M M

K K

K K

K K

K K

M M M M M M M M M

K K

1 1 1 1 10 0 0 0
2 2 1

10 0 0 0 0 0 0 0
2

10 0 0 0 0 0 0 0
2 1

10 0 0 0 0 0 0 0
2

1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 2
1 10 0 0 0 0 0 0

4 4

1 10 0 0 0 0 0 0
2 2















 

 سازیشبیه -5

شده در بخش مثال ذکر ،متعامد موجک لژاندر وسری فوریه سازیبهینه یپایه استفاده ازبا  الگوریتم پیشنهادی و از استفادهاکنون با 
در ادامه به  .شودمیآوری جمع زیر سازیبهینه نمودار شده در جداول والگوریتم ذکر از استفادهبا شده  سازو نتایج شبیهحل شده قبلی 

 آن با روش تقریبی پیشنهادی پرداخته خواهد شد. یمقایسه چنینهمدقیق و آمده از روش تحلیلی و دستهبررسی نتایج ب مشاهده و
یا یک نمودار در  روش در یک جدول و بار نتایج دو هر ،برای سهولت در کار تحلیل نتایج روش و این دو یبرای سهولت در مقایسه

 کنار هم نمایش داده شده است. 

    پایه ی متعامد موجک لژاندر از استفادهبا  سازینتایج شبیه -5-1

 نمایش داده شده است. 1جدول سازی در نتایج شبیه 

 .لژاندرموجک  𝑥1(𝑡) یسازهیج شبینتا -1 جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

(46) .( ) TG K F    

𝒖(𝒕) 

Solution 
Number 

Time 
Exact 

solution 
Legendre 
wavelets 

1 0.0 0.7071 0.7079 

2 0.1 0.5329 0.5328 

3 0.2 0.4016 0.4010 

4 0.3 0.3027 0.3021 

5 0.4 0.2281 0.2280 

6 0.5 0.1719 0.1729 

7 0.6 0.1296 0.1296 

8 0.7 0.0976 0.0975 

9 0.8 0.0736 0.0735 

10 0.9 0.0555 0.0554 

11 1.0 0.0418 0.0420 
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 .سازینتایج شبیه -1 شکل

 

 .𝑢(𝑡)مقادیر واقعی و تقریبی -2 جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .u(t) سازینتایج شبیه -2شکل 

𝒖(𝒕) 
Solution 
Number 

Time 
Exact 

solution 
Legendre 
wavelets 

1 0.0 0.7071 0.7079 

2 0.1 0.5329 0.5328 

3 0.2 0.4016 0.4010 

4 0.3 0.3027 0.3021 

5 0.4 0.2281 0.2280 

6 0.5 0.1719 0.1729 

7 0.6 0.1296 0.1296 

8 0.7 0.0976 0.0975 

9 0.8 0.0736 0.0735 

10 0.9 0.0555 0.0554 

11 1.0 0.0418 0.0420 
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تم یالگور از استفادهبا  یخوبمنفرد را به سازیبهینهستم یس ینهیتوان مسائل کنترل بهیآن است که م یایدست آمده،گوج بهینتا
ن یا ییکارا ،یسازهیاز شب رحاصلیمقاد ل نمود ویتبد یکیاستات سازیبهینه یموجک  لژاندر به مسئله یکهیشده و توابع متعامد یمعرف

 دهد.یوضوح نشان متم را بهیالگور

 ه یفور یمتعامد سر سازیبهینه یهیبا پا یسازهیج شبینتا ارزیابی -5-2

 یم زیرشرح ج آن بهیکه نتاشده است  یسازهیه شبیفور یمتعامد سر سازیبهینه یهیپاو شده یتم معرفیالگور استفاده ازبا   .2مثال 
و  4و  3جداول است.  یخط منفرد  سازیبهینهستم یس ینهیکنترل به یه در حل مسئلهیفور یت سریانگر موفقیج بین نتایا .باشد

روش تحلیلی، آن به یشدهروش پیشنهادی و مقادیر محاسبهبهx1 ( tو) u(t)دادن مقادیر به ترتیب با نشان 4و  3های شکل چنینهم
 باشد.خوبی بیانگر مزیت روش پیشنهادی میبه

 .مقادیر واقعی و تقریبی x1(t)با سری فوریه  2مثال  x1(t)سازی نتایج شبیه  -3جدول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 .x1(t) نتایج شبیه سازی -3 شکل

 

  .مقادیر واقعی و تقریبی u(t)ه با سری فوری 2مثال   u(t)سازی نتایج شبیه -4 جدول

 

 

 

 

𝐱𝟏(𝐭) 
Solution 
Number 

Time Exact 
solution 

Fourier 
series 𝒓 = 𝟏𝟎 

1 0.0 1.00000   0.94543 

2 0.25 0.70219 0.69577 

3 0.50 0.49307 0.49945 

4 0.75 0.34623 0.34457 

5 1.00 0.24312 0.24095 

6 1.25 0.17071 0.17384 

7 1.50 0.11987 0.11834 

8 1.75 0.08417 0.08314 

9 2.00 0.05911 0.06488 

𝐮(𝐭) 

Solution  
number 

Time Exact 
 solution 

Fourier  
series 𝒓 = 𝟏𝟎 

1 0.0 0.70711 0.66852 
2 0.25 0.49652 0.49199 
3 0.50 0.34865 0.35316 
4 0.75 0.24482 0.24364 
5 1.00 0.17191 0.17038 
6 1.25 0.12071 0.12292 
7 1.50 0.08476 0.08368 
8 1.75 0.05952 0.05879 
9 2.00 0.04179 0.04588 
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 .u(t) سازینتایج شبیه -4شکل 

 

 گیرینتیجه -6

ابتدا ضرایب  کنترل بهینه استاتیکی، یضمن تبدیل مسئله ،روش پیشنهادی با تقریب بسیار مناسب وخطای نسبتا ناچیز استفاده ازبا 
 یاستفاده تر،این روش ازمحاسبات کم . درشودمیسازی اصلی باز سازیبهینه ها سیگنالآن از استفادهبا  توابع متعامد را پیدا نموده و

برخوردار بوده است که جزو مزایای این روش  ،حساب تغیییرات سازیبهینهبه روشسادگی محاسبات نسبت تر وکم ینسبی حافظه
گونه مسائل تفاوت داشته که البته روش همان تقریب پاسخ است که اندکی با پاسخ دقیق این ایندرحساب می آیند. اما نکته منفی به

عنوان روشی مناسب برای این روش به توان ازدرمجموع می پوشی نمود.توان از آن در برخی کابردها چشممی ناچیز بوده ومیزان آن 
بر دیگر علاوه سازیبهینهتا با ترکیب این روش با روش  شودمیبه محققین این عرصه پیشنهاد  مذکور نام برد. سازیبهینهسیستم  یمطالعه

 تر باشند.                                                دنبال رسیدن به  پاسخ  دقیقکاهش محاسبات به

 منابع

Fridman, E., & Shaked, U. (2002). H∞-control of linear state-delay descriptor systems: an LMI approach. Linear 

algebra and its applications, 351, 271-302 . 
Lovass-Nagy, V., Powers, D. L., & Schilling, R. J. (1994). On regularizing descriptor systems by output feedback. IEEE 

transactions on automatic control, 39(7), 1507-1509.  
Azarfar, A., Shandiz, H. T., & Shafiee, M. (2014). Adaptive feedback control for linear singular systems. Turkish 

journal of electrical engineering & computer sciences, 22(1), 132-142.  
Swaidan, W., & Hussin, A. (2013). Feedback control method using Haar wavelet operational matrices for solving 

optimal control problems. Abstract and applied analysis (Vol. 2013). Hindawi. 
http://dx.doi.org/10.1155/2013/240352 

Duan, G. R. (2010). Analysis and design of descriptor linear systems (Vol. 23). Springer Science & Business Media.  
Bajic, V. B. (1992). Lyapunov's direct method in the analysis of singular systems and networks. Shades Technical Publ.  
Shafiei, M. (2001). Optimal control for descriptor systems: Tracking problem (research note). International journal of 

engineering, 14(2), 123-130. 
Marzban, H. R., & Razzaghi, M. (2004). Optimal control of linear delay systems via hybrid of block-pulse and Legendre 

polynomials. Journal of the franklin institute, 341(3), 279-293.  
Razzaghi, M., & Yousefi, S. (2002). Legendre wavelets method for constrained optimal control 

problems. Mathematical methods in the applied sciences, 25(7), 529-539.  
Razzaghi, M., & Yousefi, S. (2001). The legendre wavelets operational matrix of integration. International journal of 

systems science, 32(4), 495-502.  
Azarfar, A., Toosan Shandiz, H., & Shafiee, M. (2013). Self-tuning state feedback control of MIMO singular systems 

with applications to constrained robot systems. The mechanics of the structures and fluid, 2(4), 37-46. 
Liu, Y., Kao, Y., Gu, S., & Karimi, H. R. (2015). Soft variable structure controller design for singular systems. Journal 

of the franklin institute, 352(4), 1613-1626. 

Lin, D., & Lan, W. (2015). Output feedback composite nonlinear feedback control for singular systems with input 

saturation. Journal of the franklin institute, 352(1), 384-398.  
Wang, Y., Zou, Y., Liu, Y., Shi, X., & Zuo, Z. (2015). Average dwell time approach to finite-time stabilization of 

switched singular linear systems. Journal of the franklin institute, 352(7), 2920-2933.  
Shu, Y., & Zhu, Y. (2017a). Optimistic value based optimal control for uncertain linear singular systems and application 

to a dynamic input-output model. ISA transactions, 71, 235-251.  



275 

 
      

 
ی 

 برا
هینه

ل ب
نتر

ی ک
راح

ط
تم 

سیس
هینه

ب
اده

ستف
با ا

ان 
 زم

ر با
تغی

 نام
طی

ر خ
ولا

ینگ
ی س

ساز
 

مد
تعا

ع م
تواب

از 
 

Shu, Y., & Zhu, Y. (2017b). Stability and optimal control for uncertain continuous-time singular systems. European journal 

of control, 34, 16-23.  
Zhang, W., Lin, Y., & Xue, L. (2017). Linear quadratic Pareto optimal control problem of stochastic singular systems. Journal 

of the franklin institute, 354(2), 1220-1238.  
Zheng, G., & Bejarano, F. J. (2017). Observer design for linear singular time-delay systems. Automatica, 80, 1-9. 

Chávez-Fuentes, J. R., Mayta, J. E., Costa, E. F., & Terra, M. H. (2017). Stochastic and exponential stability of discrete-time 

Markov jump linear singular systems. Systems & control letters, 107, 92-99.  
Zhang, X., & Chen, Y. (2018). Admissibility and robust stabilization of continuous linear singular fractional order systems 

with the fractional order α: the 0< α< 1 case. ISA transactions, 82, 42-50.  
Marir, S., Chadli, M., & Bouagada, D. (2017). New admissibility conditions for singular linear continuous-time fractional-

order systems. Journal of the franklin institute, 354(2), 752-766.  
Kodra, K., & Gajic, Z. (2017). Optimal control for a new class of singularly perturbed linear systems. Automatica, 81, 203-

208.  
Guo, B., Han, Y., Huang, D., Bian, D., & Zhang, L. (2017). Global smooth solution of a two-dimensional nonlinear singular 

system of differential equations arising from geostrophics. Journal of differential equations, 262(7), 3980-4020.  
Niamsup, P., & Phat, V. N. (2016). A new result on finite-time control of singular linear time-delay systems. Applied 

mathematics letters, 60, 1-7.  
Fu, L., & Ma, Y. (2016). Passive control for singular time-delay system with actuator saturation. Applied mathematics and 

computation, 289, 181-193.  
Hou, H., & Zhang, Q. (2016). Novel sliding surface design for nonlinear singular systems. Neurocomputing, 177, 497-508.  
Zheng, G., Efimov, D., Bejarano, F. J., Perruquetti, W., & Wang, H. (2016). Interval observer for a class of uncertain nonlinear 

singular systems. Automatica, 71, 159-168. 

Fang, Q. (2016). Retraction notice to “Synchronization and state feedback control of linearly coupled singular systems” [AMC 

232 (2014) 381–390]. Applied mathematics and computation, 273, 1276-1276. 
Liu, Y., Kao, Y., Karimi, H. R., & Gao, Z. (2016a). Input-to-state stability for discrete-time nonlinear switched singular 

systems. Information sciences, 358, 18-28.  
Liu, Z. Y., Lin, C., & Chen, B. (2016b). Admissibility analysis for linear singular systems with time-varying delays via neutral 

system approach. ISA transactions, 61, 141-146.  
Al-Zhour, Z. (2016). The general solutions of singular and non-singular matrix fractional time-varying descriptor systems with 

constant coefficient matrices in Caputo sense. Alexandria engineering journal, 55(2), 1675-1681.  
Ren, G., & Liu, B. (2019). Near-optimal control for a singularly perturbed linear stochastic singular system with Markovian 

jumping parameters. European journal of control, 50, 88-95. 

Zhu, J. (2018). Singular optimal control by minimizer flows. European journal of control, 42, 32-37. 

      


