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 هچکید
یزی درجه دوم یکی از مهمی برنامهمسئله ین مسائل کلاسیک بهینهر ی یک تابع سازی است که به جستجوی بیشینه یا کمینهتر

یزی درجه دوم که تمام پارامترهای آن اعداد ر مقاله، برنامهد. در این پرداز درجه دوم تحت قیود خطی تساوی یا نامساوی می
یتم جدید را فازی نامنفی باشد را مورد بررسی قرار می که  کنیمارائه می ی،بر اعمال و حساب فاز  یمبتندهیم و یک الگور

قطعی توسط  هایل مدلی با حمدل فاز  نبهی کند. جوابتجزیه می ترتر و سادهکوچک یبه سه مدل قطع ی رامدل فاز 
یتمال سازی و نشان دادن در انتها، یک مثال جهت پیاده .شودها تعیین میو ترکیب این جواب SQPهای متداول همچون گور

یتم پیشنهادی حل می  شود. کارایی الگور

یزی درجه دوم فازی، تجزیهبرنامه :های کلیدیواژه           یزی درجه دوم، رتبهی مدل، برنامهر  بندی اعداد فازی.ر

             
   

 مقدمه -1

یزی درجه دوم یکی از مهمی برنامهمسئله ین مسائل کلاسیک بهینهر ی یک تابع درجه سازی است که به جستجوی بیشینه یا کمینهتر
-( یک روش مبتنی بر جستجوی تابو برای حل برنامه5070گلوور و همکاران ) .پردازددوم تحت قیود خطی تساوی یا نامساوی می

یح کردند. کوکنبرگر و همکاران ) یزی درجه دوم باینری را تشر یزی درجه دوم غیرمقید باینری پرداختند. ی برنامه( به مطالعه5074ر ر
یع را برای برنامه5071تکاپویی و همکاران ) یتم جستجوی سر یزی درجه دوم محدب کمینه پ( الگور و  نژادیشنهاد کردند. تقیر

یزی درجه دوم با پارامترهای بازهطالشیان )آماده انتشار( به حل برنامه ( یک روش شاخه 5073ای پرداختند. لیوزی و همکاران )ر
یزی درجه دوم ارائه کردند. از طرفی ی برنامهو کران جدید برای مسئله ـل ابقغیر امری  واقعی یوجود ابهام و عدم قطعیت در دنیار

ر مقایسه با د ، کهاستفاده کرد ازیمنطق ف ازتوان میباشد. در چنین مواقعی تعیین مقادیر دقیق پارامترها میسر نمیو  اسـت انکـار
یاضی قابل پیادهبرنامه یزی تصادفی و استوار، به اطلاعات کمتری نیاز دارد، با توابع و عملگرهای ساده ر ابزاری  سازی است ور

یحمناسب برای ب  ؛5072؛ طالشیان و فتحعلی، 5072)طالشیان و همکاران،  است عدم قطعیت و دقت در رویدادها یان و تشـر
یزی درجه دوم فسازی فازی توسط محققین مختلف مورد بررسی قرار گرفته است و برنامهبهینه.   (5071ناصری و همکاران،  ازی ر

یزی درجه دوم را با قیود نامساوی فازی مورد بررسی قرار داد. ( برنامه5074از این قاعده مستثنی نبوده است. عباس مولایی ) ر
یزی درجه دوم با پارامترهای فازی ارائه کردند. در مدل ارائه شده توسط ( نیز روشی برای حل برنامه5072) طالشیاننژاد و تقی ر

 یبرا یگی متغیرهمسا یجستجو یتمالگور  ( نیز یک5073ها فقط متغیرها، قطعی و مابقی کاملا فازی بودند. قنبری و همکاران )آن
یزیمسئله برنامهحل  ارائه کردند. این مقاله در شش بخش تنظیم شده است. در بخش دوم بعضی از مفاهیم  یدوم فاز درجه ر

 گیری و تحقیق در عملیاتنشریه تصمیم                      
  7331 زمستان(، 4، شماره )3دوره                                  

ر بریزی درجه دوم فازی با پارامترهای نامنفی: یک روش حل مبتنیبرنامه

 تجزیه

 فاطمه باباکردی *، نژاد اله تقی نعمت 
 .یراندانشگاه گنبد کاووس، گنبد کاووس، ا یه،علوم پا دانشکده و آمار، یاضیگروه ر

یافت:   2/75/7331: پذیرش 72/77/7331اصلاح:  5/2/7331در
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یزی درجه دوم را در حالت قطعی ارائه میکنیم. در بخش سوم مدل برنامهضروری اعمال و حساب فازی را بیان می کنیم. در ر
یتمی جدید برای حل بخش چهارم مدل برنامه یزی درجه دوم با پارامترهای نامنفی از نوع اعداد مثلثی فازی را بررسی و الگور ر

یتم پیشنهادی حل میآن پیشنهاد می م در نماییم و سرانجاکنیم. در بخش پنجم یک مثال عددی برای نشان دادن کارایی الگور
یم.دی و کارهای آتی میبنبخش انتهایی به جمع   پرداز

 ایتعاریف پایه -2

یف ضروری و مورد نیاز فازی را بیان می  .(4102)گودرزی و همکاران،  کنیمدر این بخش تعار

یف  یر صدق نماید را ی مرجع آن مجموعه اعداد حقیقی می، که مجموعه�̃�مجموعه فازی  -0-4تعر باشد و در سه شرط ز
 نامیم:عدد فازی می

 (7 )�̃� باشد. ای محدبمجموعه 
 (5 ارتفاع )�̃� .برابر یک باشد 
 (3 در یک بازه بسته )𝜇𝐴(𝑥) .پیوسته باشد 

�̃�صورت عدد فازی مثلثی به ،در این مقاله -4-4 گزاره = 〈𝑎𝑙 , 𝑎𝑐 , 𝑎𝑢〉 شود.نشان داده می 

یف  �̃�عدد فازی مثلثی  -3-4تعر = 〈𝑎𝑙 , 𝑎𝑐 , 𝑎𝑢〉 نامیم هرگاه را نامنفی می𝑎𝑙 ≥  باشد. 0

یف   �̃�فرض کنید  -2-4تعر = 〈𝑎𝑙 , 𝑎𝑐 , 𝑎𝑢〉  و�̃� = 〈𝑏𝑙 , 𝑏𝑐 , 𝑏𝑢〉  دو عدد فازی مثلثی نامنفی و𝑘  .یک عدد حقیقی باشند
یف میاعمال بین اعداد فازی به یر تعر   (:4102شوند )عزتی و همکاران، صورت ز

 

 

یف  �̃�فرض کنید  -2-4تعر = 〈𝑎𝑙 , 𝑎𝑐 , 𝑎𝑢〉  و�̃� = 〈𝑏𝑙 , 𝑏𝑐 , 𝑏𝑢〉 گوییم میعدد فازی مثلثی باشد.  دو�̃� تر از کوچک�̃�  است
�̃�و با  ≺ �̃� یر رخ دهد:اگر یکی از حالت تنها و شود اگرنمایش داده می  های ز

 𝑎𝑐 < 𝑏𝑐. 

  𝑎𝑐 = 𝑏𝑐 و𝑎𝑢 − 𝑎𝑙 > 𝑏𝑢 − 𝑏𝑙. 

 𝑎𝑐 = 𝑏𝑐 ،𝑎𝑢 − 𝑎𝑙 = 𝑏𝑢 − 𝑏𝑙  و𝑎𝑢 + 𝑎𝑙 < 𝑏𝑢 + 𝑏𝑙. 

یف  -6-4 گزاره �̃�واضح  است که  2-4با توجه به تعر = �̃� دهد نتیجه می𝑎𝑐 = 𝑏𝑐 ، 𝑎𝑙 = 𝑏𝑙  و 𝑎𝑢 = 𝑏𝑢. 

�̃� به وضوح -7-4گزاره  ≼ �̃�  اگروتنها اگر�̃� = �̃�  یا�̃� ≺ �̃�. 

 ریزی درجه دومبرنامه یمسئله -3

ین ردهیکی از مهم یزی غیرخطی، های مسایل برنامهتر یزی برنامهر استفاده طور طبیعی بادرجه دوم است و بسیاری از مسایل بهر
یزی درجه دوم نمایش داده میاز برنامه یزی شود. فرم کلی مسئله برنامهر یر است:درجه دوم بهر  صورت ز

 

 

 𝑘�̃� = 〈𝑘𝑎𝑙 , 𝑘𝑎𝑐 , 𝑘𝑎𝑢〉,   𝑘 ≥ 0, 
 �̃� + �̃� = 〈𝑎𝑙 + 𝑏𝑙 , 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 , 𝑎𝑢 + 𝑏𝑢〉, 

 �̃� ∗ �̃� = 〈𝑎𝑙𝑏𝑙 , 𝑎𝑐𝑏𝑐 , 𝑎𝑢𝑏𝑢〉. 
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𝑐که در آن  = (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛)  و𝑏𝑇 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑚) ینه و بردار سمت راست قیود و ترتیب بردار هز به𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛 
𝑖ازای هر به ∈ 𝑁𝑚  و𝑗 ∈ 𝑁𝑛 یس ضرایب قیود نامیده می 𝑄چنین شود. همماتر = [𝑞𝑖𝑗]𝑚×𝑛 ازای هر به𝑖 ∈ 𝑁𝑚  و𝑗 ∈ 𝑁𝑛 

یس ضرایب درجه دوم و بردار  𝑥𝑇ماتر = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) نده متغیرهای تصمیم مسئله است. مطالعات گوناگونی دهنشان
یتمدر یزی درجه دوم با پارامترهای قطعی صورت گرفته است. درهای کارا و مفید برای حل برنامهخصوص ارائه الگور که حالیر

یزی درجه دوم دارای پارامترهایی است که بهبرنامه  ت.از عدم قطعیت اسای معمول قابل پیش بینی نیست یا دارای درجهطورر

 ریزی درجه دوم با پارامترهای فازی نامنفیی برنامهمسئله -4

یزی درجه دوم فازی بهی برنامهشکل کلی و متعارف مسئله یف میر یر تعر  شود:صورت ز

 

 

 

یزی درجه دوم بهی برنامهکه در این مقاله تمامی پارامترها و متغیرهای تصمیم مسئله      رنظر صورت اعداد فازی مثلثی نامنفی در
 شود.گرفته می

 ریزی درجه دوم فازیبرنامه ییک الگوریتم جدید حل مسئله 4-1

یتمی برای حل مسئله یح کرده( با تابع هدف مینیمم7ی )در این بخش بدون از دست دادن کلیت، الگور  ایم:سازی ارائه و تشر

یف 7ی )پارامترها و متغیرهای نامنفی مسئله -7گام  ثلثی صورت اعداد فازی مبه 𝑗و  𝑖ازای هر و به 3-5( را با توجه به تعر
𝐶�̃� = 〈𝑐𝑗

𝑙 , 𝑐𝑗
𝑐 , 𝑐𝑗

𝑢〉 ،𝑋�̃� = 〈𝑥𝑗
𝑙 , 𝑥𝑗

𝑐 , 𝑥𝑗
𝑢〉 ،�̃�𝑖𝑗 = 〈𝑞𝑖𝑗

𝑙 , 𝑞𝑖𝑗
𝑐 , 𝑞𝑖𝑗

𝑢 〉، �̃�𝑖𝑗 = 〈𝑎𝑖𝑗
𝑙 , 𝑎𝑖𝑗

𝑐 , 𝑎𝑖𝑗
𝑢 𝐵�̃� و   〈 = 〈𝑏𝑖

𝑙 , 𝑏𝑖
𝑐, 𝑏𝑖

𝑢〉ظر درن
یم و هممی 𝑥𝑖  دچنین قیو گیر

𝑐 ≥ 𝑥𝑖
𝑙   و𝑥𝑖

𝑢 ≥ 𝑥𝑖
𝑐  ( 7را به مدل) صورت یک عدد فازی ایم تا جواب بهینه بهاضافه نموده

یم:  مثلثی حاصل شود. بنابراین دار

 

 

 

 

 

 
Min (𝑀𝑎𝑥) 𝑍 =∑𝑐𝑗𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

+
1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

 
𝑠. 𝑡.          {

∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗(≤=≥)𝑏𝑖

𝑛

𝑗=1

, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚,

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑗 ∈ 𝑁𝑛.                 

 

 
Min (𝑀𝑎𝑥) 𝑍 =∑�̃�𝑗�̃�𝑖

𝑛

𝑗=1

+
1

2
∑∑�̃�𝑖𝑗 �̃�𝑖�̃�𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

(0) 
𝑠. 𝑡. {

∑�̃�𝑖𝑗 �̃�𝑖(≤=≥) �̃�𝑖

𝑛

𝑗=1

, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚,

�̃�𝑗 ≥ 0, 𝑗 ∈ 𝑁𝑛.              

 

 

 
Min 𝑍 = ∑〈𝑐𝑗

𝑙 , 𝑐𝑗
𝑐 , 𝑐𝑗

𝑢〉 ∗ 〈𝑥𝑗
𝑙 , 𝑥𝑗

𝑐, 𝑥𝑗
𝑢〉

𝑛

𝑗=1

+
1

2
∑∑〈𝑞𝑖𝑗

𝑙 , 𝑞𝑖𝑗
𝑐 , 𝑞𝑖𝑗

𝑢 〉 ∗ 〈𝑥𝑖
𝑙 , 𝑥𝑖

𝑐, 𝑥𝑖
𝑢〉 ∗ 〈𝑥𝑗

𝑙 , 𝑥𝑗
𝑐, 𝑥𝑗

𝑢〉

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

   

 
𝑠. 𝑡. {

∑〈𝑎𝑖𝑗
𝑙 , 𝑎𝑖𝑗

𝑐 , 𝑎𝑖𝑗
𝑢 〉 ∗ 〈𝑥𝑖

𝑙 , 𝑥𝑖
𝑐 , 𝑥𝑖

𝑢〉(≤=≥)〈𝑏𝑖
𝑙 , 𝑏𝑖

𝑐, 𝑏𝑖
𝑢〉

𝑛

𝑗=1

, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚,

𝑥𝑖
𝑢 ≥ 𝑥𝑖

𝑐 ≥ 𝑥𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑁𝑛.                                                           
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یف کارگیری ضرب ارائههبا ب یر بازنویسی می، مدل فوق را به4-5شده در تعر  کنیم:صورت ز

 

 

 
 خواهیم داشت: 5شده در بخش توجه به جمع فازی ارائهاو ب

 

 

                    
                    

قیود ررسی خواهیم کرد. بهمساوی بترکصورت کوچبدون از دست دادن کلیت مسئله، قیود را فقط به ،در ادامه -5گام 
𝑠�̃�متغیرهای فازی مثلثی نامنفی  ،ترتیببه ،مساویترکوچک = 〈𝑠𝑖

𝑙 , 𝑠𝑖
𝑐 , 𝑠𝑖

𝑢〉  و𝑒�̃� = 〈𝑒𝑖
𝑙 , 𝑒𝑖

𝑐 , 𝑒𝑖
𝑢〉  که𝑖 ∈ 𝑁𝑚 افزاییم. را می

یف چنین با استفاده از مفهوم رتبههم یم: 4-5بندی تعر  بر روی تابع هدف و قیود مسئله فوق دار
 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥𝑖( و 2همراه قیود )( و به5تابع هدف ) ،در مدل فوق -3گام 
𝑐 ≥ 𝑠𝑖و   0

𝑐 ≥ توان مستقل از بقیه توابع هدف و قیود را می  0
یر در نظر گرفت:هب  صورت ز

 

 

 

𝑥𝑗فرض کنید 
𝑐 = 𝑥𝑗

𝑐∗   و𝑠𝑗
𝑐 = 𝑠𝑗

𝑐∗ ( باشد که با3جواب بهین مدل ) یزی درجه دوم های حل برنامهاستفاده از یکی از روش ر
 دست آمده است.قطعی به

 
Min 𝑍 = ∑〈𝑐𝑗

𝑙𝑥𝑗
𝑙 , 𝑐𝑗

𝑐𝑥𝑗
𝑐 , 𝑐𝑗

𝑢𝑥𝑗
𝑢〉 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑〈𝑞𝑖𝑗

𝑙 𝑥𝑖
𝑙𝑥𝑗
𝑙 , 𝑞𝑖𝑗

𝑐 𝑥𝑖
𝑐𝑥𝑗

𝑐 , 𝑞𝑖𝑗
𝑢𝑥𝑖

𝑢𝑥𝑗
𝑢〉

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

   

 
𝑠. 𝑡. {

∑〈𝑎𝑖𝑗
𝑙 𝑥𝑖

𝑙 , 𝑎𝑖𝑗
𝑐 𝑥𝑖

𝑐 , 𝑎𝑖𝑗
𝑢 𝑥𝑖

𝑢〉(≤=≥)〈𝑏𝑖
𝑙 , 𝑏𝑖

𝑐, 𝑏𝑖
𝑢〉

𝑛

𝑗=1

, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚,

𝑥𝑖
𝑢 ≥ 𝑥𝑖

𝑐 ≥ 𝑥𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑁𝑛.                                              

 

 
Min 𝑍 = 〈∑𝑐𝑗

𝑙𝑥𝑗
𝑙

𝑛

𝑗=1

+
1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑙 𝑥𝑖
𝑙𝑥𝑗
𝑙

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

,∑𝑐𝑗
𝑐𝑥𝑗

𝑐 +
1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑐 𝑥𝑖
𝑐𝑥𝑗

𝑐

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

,∑𝑐𝑗
𝑢𝑥𝑗

𝑢 +
1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑢𝑥𝑖
𝑢𝑥𝑗

𝑢

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

〉   

 
𝑠. 𝑡. {

〈∑𝑎𝑖𝑗
𝑙 𝑥𝑖

𝑙

𝑛

𝑗=1

,∑𝑎𝑖𝑗
𝑐 𝑥𝑖

𝑐

𝑛

𝑗=1

,∑𝑎𝑖𝑗
𝑢 𝑥𝑖

𝑢

𝑛

𝑗=1

〉 (≤=≥)〈𝑏𝑖
𝑙, 𝑏𝑖

𝑐 , 𝑏𝑖
𝑢〉, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚,

𝑥𝑖
𝑢 ≥ 𝑥𝑖

𝑐 ≥ 𝑥𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑁𝑛 .                                                              

 

(4) Min ∑𝑐𝑗
𝑐𝑥𝑗

𝑐 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑐 𝑥𝑖
𝑐𝑥𝑗

𝑐

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 , 

(3) Max ∑𝑐𝑗
𝑢𝑥𝑗

𝑢 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑢𝑥𝑖
𝑢𝑥𝑗

𝑢

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

−∑𝑐𝑗
𝑙𝑥𝑗
𝑙 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑙 𝑥𝑖
𝑙𝑥𝑗
𝑙  

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 , 

(2) Min ∑𝑐𝑗
𝑢𝑥𝑗

𝑢 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑢𝑥𝑖
𝑢𝑥𝑗

𝑢

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

+∑𝑐𝑗
𝑙𝑥𝑗
𝑙 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑙 𝑥𝑖
𝑙𝑥𝑗 
𝑙

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 , 

(2) 𝑠. 𝑡.∑𝑎𝑖𝑗
𝑙 𝑥𝑗

𝑙

𝑛

𝑗=1

+ 𝑠𝑖
𝑙 = 𝑏𝑖

𝑙 ,  𝑖 ∈ 𝑁𝑚, 

(6) ∑𝑎𝑖𝑗
𝑐 𝑥𝑗

𝑐

𝑛

𝑗=1

+ 𝑠𝑖
𝑐 = 𝑏𝑖

𝑐, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚, 

(7) ∑𝑎𝑖𝑗
𝑢 𝑥𝑗

𝑢 + 𝑠𝑖
𝑢 = 𝑏𝑖

𝑢, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚,   

𝑛

𝑗=1

 

(8) 
𝑥𝑖
𝑢 ≥ 𝑥𝑖

𝑐, 𝑥𝑖
𝑐 ≥ 𝑥𝑖

𝑙 , 𝑥𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑁𝑛, 

𝑠𝑖
𝑢 ≥ 𝑠𝑖

𝑐 , 𝑠𝑖
𝑐 ≥ 𝑠𝑖

𝑙 , 𝑠𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚. 

 
 

(9) 

Min ∑𝑐𝑗
𝑐𝑥𝑗

𝑐 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑐 𝑥𝑖
𝑐𝑥𝑗

𝑐

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑠. 𝑡.

{
 
 

 
 ∑𝑎𝑖𝑗

𝑐 𝑥𝑗
𝑐

𝑛

𝑗=1

+ 𝑠𝑖
𝑐 = 𝑏𝑖

𝑐 , 𝑖 ∈ 𝑁𝑚,

𝑥𝑖
𝑐 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑁𝑛 ,                        

𝑠𝑖
𝑐 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚.                          
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یم و با ی قیود و توابع هدف درنظر می( را مستقل از بقیه2( و )1(، )2همراه قیود )( به4در این گام تابع هدف ) -4گام   گیر
𝑥𝑗 قرار دادن مقدار

𝑐 = 𝑥𝑗
𝑐∗  و𝑠𝑗

𝑐 = 𝑠𝑗
𝑐∗ ها خواهیم داشت:در آن 

 

 

 

 

 
𝑥𝑗شامل متغیرهای تنها  ،توجه کنید که قید اول

𝑙  و𝑠𝑖
𝑙 تنها شامل متغیرهای  ،و قید دوم𝑥𝑗

𝑢  و𝑠𝑖
𝑢 ( با 70مدل ) ،است. بنابراین

یر است:ق ،ی تابع هدف آناستفاده از تجزیه  ابل تفکیک به دو مدل مستقل ز

 

 

 

 

 

طور ین آن، یک عدد فازی مثلثی نامنفی باشد و همینکند که جواب به( تضمین می77لازم به ذکر است که قید آخر مدل )
کند که در جواب ( تضمین می75علاوه، قید آخر مدل )تر باشد. بهی مرکز آن بزرگی راست عدد فازی مثلثی از نقطهنقطه

یک  ،ت وجودصور ( در7تر باشد، بنابراین جواب بهین مدل )ی مرکزی عدد فازی مثلثی از نقطه چپ آن بزرگبهین آن، نقطه
 عدد فازی مثلثی نامنفی خواهد بود.

یر اتفاق خواهد افتاد:( حالت75( و )77(، )3های قطعی )با حل مدل -2گام   های ز

  جواب بهینه یکتا برای متغیرهای𝑥𝑖
𝑢 = 𝑥𝑖

𝑢∗ و 𝑥𝑗
𝑙 = 𝑥𝑗

𝑙∗ دن ( را با قرار دا7)  صورت جواب بهینه مدلحاصل شود در این𝑋�̃�
∗
=

 〈𝑥𝑗
𝑙∗, 𝑥𝑗

𝑐∗, 𝑥𝑗
𝑢∗〉 دست آمده است و مقدار بهین تابع هدف نیز برابر با به𝑍∗ = ∑ �̃�𝑗�̃�𝑖

∗𝑛
𝑗=1 +

1

2
∑ ∑ �̃�𝑖𝑗�̃�𝑖

∗�̃�𝑗
∗𝑛

𝑗=1
𝑚
𝑖=1   است

 و متوقف خواهیم شد.
 ( نیز دارای جواب شدنی 7صورت )این ( موجود نباشد که در75( و )77(، )3های قطعی )ی یکی یا بعضی از مدلجواب شدنی برا

 باشد و متوقف خواهیم شد.نمی

 باشد ( نیز دارای جواب بهینه نمی7در این حالت  مدل ) ،( بیکران باشد75( و )77(، )3) های قطعیجواب یک یا بعضی از مدل
 .و متوقف خواهیم شد

 عددی سازی الگوریتم و مثالپیاده -5

یتم پیشنهادی در این بخش با یک مثال عددی به پیاده یم.میسازی الگور  پرداز

یر که در آن پارامترها و متغیرهای له برنامهئمس -0-0مثال  یزی درجه دوم فازی ز -از نوع اعداد فازی مثلثی نامنفی می مسئلهر

ید:باشند، را در   نظر بگیر

 

 

(01) 

Max ∑𝑐𝑗
𝑢𝑥𝑗

𝑢 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑢𝑥𝑖
𝑢𝑥𝑗

𝑢

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

−∑𝑐𝑗
𝑙𝑥𝑗
𝑙 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑙 𝑥𝑖
𝑙𝑥𝑗
𝑙

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑠. 𝑡.

{
 
 
 
 

 
 
 
 ∑𝑎𝑖𝑗

𝑙 𝑥𝑗
𝑙

𝑛

𝑗=1

+ 𝑠𝑖
𝑙 = 𝑏𝑖

𝑙 ,  𝑖 ∈ 𝑁𝑚,                 

∑𝑎𝑖𝑗
𝑢 𝑥𝑗

𝑢 + 𝑠𝑖
𝑢 = 𝑏𝑖

𝑢, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚,                

𝑛

𝑗=1

𝑥𝑖
𝑢 ≥ 𝑥𝑖

𝑐∗, 𝑥𝑖
𝑐∗ ≥ 𝑥𝑖

𝑙, 𝑥𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑁𝑛,

𝑠𝑖
𝑢 ≥ 𝑠𝑖

𝑐∗, 𝑠𝑖
𝑐∗ ≥ 𝑠𝑖

𝑙 , 𝑠𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚.    

 

 
 
(00) 

Max ∑𝑐𝑗
𝑢𝑥𝑗

𝑢 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑢𝑥𝑖
𝑢𝑥𝑗

𝑢

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑠. 𝑡.

{
 
 

 
 ∑𝑎𝑖𝑗

𝑢 𝑥𝑗
𝑢 + 𝑠𝑖

𝑢 = 𝑏𝑖
𝑢, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚,       

𝑛

𝑗=1

𝑥𝑖
𝑢 ≥ 𝑥𝑖

𝑐∗, 𝑖 ∈ 𝑁𝑛,                         

𝑠𝑖
𝑢 ≥ 𝑠𝑖

𝑐∗, 𝑖 ∈ 𝑁𝑚.                           

 

(04) 
Min∑𝑐𝑗

𝑙𝑥𝑗
𝑙 +

𝑛

𝑗=1

1

2
∑∑𝑞𝑖𝑗

𝑙 𝑥𝑖
𝑙𝑥𝑗
𝑙

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1
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شود و گیرنده یا فرد خبره تعیین میفازی مثلثی مناسب که توسط تصمیم صورت اعدادبا تعیین پارامترهای فازی به -7گام 
 تبدیل متغیرهای فازی به شکل اعداد فازی مثلثی خواهیم داشت:چنین هم

 

 

یف یف حال با استفاده از ضرب و جمع فازی تعر یم:دست میبه 2-4شده  در تعر  آور

 

 

         
یف ندی ارائهببا استفاده از مفهوم رتبه -5گام  یم: مسئلهبر روی تابع هدف و قیود  2-5شده در تعر  فوق دار

 

 

 

 

 

 

 

صورت هتوابع هدف و قیود ب یاز بقیه توان مستقل( را می73( و )71همراه قیود )به( و 73تابع هدف ) ،در مدل بالا -3گام  
یر در  نظر گرفت:ز

 
  

 

 

 
 
 

Max  𝑍 = 〈2𝑥1
𝑙 + (𝑥1

𝑙)2 + 𝑥2
𝑙 + (𝑥2

𝑙 )2 + 𝑥3
𝑙 , 3𝑥1

𝑐 + (𝑥1
𝑐)2 + 2𝑥2

𝑐 + (𝑥2
𝑐)2 + 𝑥3

𝑐

+ (𝑥3
𝑐)2, 4𝑥1

𝑢 + (𝑥1
𝑢)2 + 3𝑥2

𝑢 + (𝑥2
𝑢)2 + 𝑥3

𝑢+(𝑥3
𝑢)2〉 

𝑠. 𝑡. 〈0.25𝑥2
𝑙 + 0.7𝑥3

𝑙 , 𝑥1
𝑐 + 𝑥2

𝑐 + 𝑥3
𝑐, 1.2𝑥1

𝑢 + 1.7𝑥2
𝑢 + 1.5𝑥3

𝑢〉 = 〈1.25,4,6.5〉 
𝑥𝑖
𝑢 ≥ 𝑥𝑖

𝑐 ≥ 𝑥𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ {1,2,3}. 

 
 

 

Max  𝑍 = 3̃�̃�1 + �̃�1
2 + 2̃�̃�2 + �̃�2

2 + �̃�3 + 1̃�̃�3
2 

𝑠. 𝑡. {
1̃�̃�1 + 1̃�̃�2 + 1̃�̃�3 = 4̃,
�̃�1, �̃�2, �̃�3 ≥ 0          

 

 
 

 

Max  𝑍 = 〈2,3,4〉 ∗ 〈𝑥1
𝑙 , 𝑥1

𝑐 , 𝑥1
𝑢〉 + 〈𝑥1

𝑙 , 𝑥1
𝑐 , 𝑥1

𝑢〉2 + 〈1,2,3〉 ∗ 〈𝑥2
𝑙 , 𝑥2

𝑐, 𝑥2
𝑢〉 + 〈𝑥2

𝑙 , 𝑥2
𝑐 , 𝑥2

𝑢〉2

+ 〈𝑥3
𝑙 , 𝑥3

𝑐 , 𝑥3
𝑢〉 + 〈0,1,1〉 ∗ 〈𝑥3

𝑙 , 𝑥3
𝑐 , 𝑥3

𝑢〉2 
𝑠. 𝑡. 

〈0,1,1.2〉 ∗ 〈𝑥1
𝑙 , 𝑥1

𝑐 , 𝑥1
𝑢〉 + 〈0.25,1,1.7〉 ∗ 〈𝑥2

𝑙 , 𝑥2
𝑐 , 𝑥2

𝑢〉 + 〈0.7,1,1.5〉 ∗ 〈𝑥3
𝑙 , 𝑥3

𝑐, 𝑥3
𝑢〉     

= 〈1.25,4,6.5〉, 
𝑥𝑖
𝑢 ≥ 𝑥𝑖

𝑐 ≥ 𝑥𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ {1,2,3}. 

 
(03) 
 

Min 3𝑥1
𝑐 + (𝑥1

𝑐)2 + 2𝑥2
𝑐 + (𝑥2

𝑐)2 + 𝑥3
𝑐 + (𝑥3

𝑐)2, 

(02) Max 4𝑥1
𝑢 + (𝑥1

𝑢)2 + 3𝑥2
𝑢 + (𝑥2

𝑢)2 + 𝑥3
𝑢+(𝑥3

𝑢)2 − (2𝑥1
𝑙 + (𝑥1

𝑙)2 + 𝑥2
𝑙 + (𝑥2

𝑙 )2 + 𝑥3
𝑙 ), 

(02) Min 4𝑥1
𝑢 + (𝑥1

𝑢)2 + 3𝑥2
𝑢 + (𝑥2

𝑢)2 + 𝑥3
𝑢+(𝑥3

𝑢)2 + 2𝑥1
𝑙 + (𝑥1

𝑙)2 + 𝑥2
𝑙 + (𝑥2

𝑙 )2 + 𝑥3
𝑙 , 

(06) 𝑠. 𝑡. 0.25𝑥2
𝑙 + 0.7𝑥3

𝑙 = 1.25, 

(07) 𝑥1
𝑐 + 𝑥2

𝑐 + 𝑥3
𝑐 = 4, 

(08) 1.2𝑥1
𝑢 + 1.7𝑥2

𝑢 + 1.5𝑥3
𝑢 = 6.5, 

(09) 𝑥𝑖
𝑢 ≥ 𝑥𝑖

𝑐, 𝑥𝑖
𝑐 ≥ 𝑥𝑖

𝑙 , 𝑥𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ {1,2,3}. 

 

(41) 

 

Min 3𝑥1
𝑐 + (𝑥1

𝑐)2 + 2𝑥2
𝑐 + (𝑥2

𝑐)2 + 𝑥3
𝑐 + (𝑥3

𝑐)2 

𝑠. 𝑡. {
𝑥1
𝑐 + 𝑥2

𝑐 + 𝑥3
𝑐 = 4,            

𝑥1
𝑐 ≥ 0, 𝑥2

𝑐 ≥ 0 , 𝑥3
𝑐 ≥ 0.
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یزی درجه دوم، جوابهای حل برنامهاستفاده از یکی از روش قطعی فوق بابا حل مدل  𝑥1 03233های بهین ر
𝑐 = ،73333 

 𝑥2
𝑐 𝑥3 73233و =

𝑐  اشت. را خواهیم   =

یمنظر میی قیود و توابع هدف در( را مستقل از بقیه73( و )72)(، 72همراه قیود )به (74تابع هدف ) -4گام  چنین هم ،گیر
 دهیم:( را نیز در این مدل قرار می50مقادیر بهین مدل )

 

 

 

 
𝑥𝑗 تنها شامل متغیر ،توجه کنید که قید اول 

𝑙 تنها شامل متغیر  ،و قید دوم𝑥𝑗
𝑢 ( با استفاده از تجزیه57است. بنابراین مدل )ی 

یر است:  تابع هدف آن قابل تفکیک به دو مدل مستقل ز

 
 

 
  

 

        
𝑥1های بهین به جواب( 55قطعی ) با حل مدل -2گام 

𝑢 = 0.833 ،𝑥2
𝑢 = 𝑥3و  1.411

𝑢 = و برای مدل  رسیم می  2.068
𝑥1های بهین ( جواب53)

𝑙 = 0 ،𝑥2
𝑙 = 𝑥3و  0

𝑙 = �̃�1صورت هله بئآید. بنابراین جواب بهین فازی مسدست میهب  1.786 =

〈0,0.833,0.833〉 ،�̃�2 = �̃�3و  〈0,1.333,1.411〉 = 𝑍با مقدار تابع هدف فازی  〈1.786,1.833,2.068〉 =

یتم ابتکاری تاکید دارد.د که بر کارایی و سادگی پیادهباشمی 〈1.786,12.8287,16.5944〉  سازی و حل الگور

 و پیشنهاد کارهای آتی گیرینتیجه -6

یزی درجه دوم فازی با پارامترهای نامنفی پرداختیم. با توجه به ساختار دشوار، پیچیده و ما به مطالعه برنامه ،در این مقاله ر
یزی دومغیرخطی برنامه ر گرفتن تمام پارامترها بدون قید و شرط وجود ندارد و در اکثر مقالات موجود در ادبیات نظ، امکان درر

یزی درجه دوم با یک محدودیت یا شرط بررسی شده است.له نیز برنامهئمس یزی درجه دومبرنامه یلهئمس ،در این مقاله ر با  ر
یتم ی ،نفی بررسی و مبتنی بر اعمال و حساب فازیصورت اعداد فازی مثلثی نامهنظر گرفتن پارامترها و متغیرها بدر ک الگور

 یهای تجزیه شدهبا حل این مدل ،پیشنهاد شد. در ادامه ،ترتر و سادهمدل فازی به سه مدل قطعی کوچک یجدید تجزیه
چگونگی  . در انتها نیز برای آشنایی باگردیدها، جواب بهین مدل فازی حاصل آن یدست آوردن جواب بهینههقطعی و ب

یتم، یک مثال عددی نیز با آن حل شد. برای توسعه و بهبود نتایج سازی و همپیاده چنین نشان دادن کارایی و سادگی این الگور
یتم پیشنهادی پرداخت ب ی توان به توسعهاین مقاله می یزی درجه دوم با پارامتکه قابلیت حل مدل برنامهطوریهالگور رهای ر

تایج له با یک روش فراابتکاری حل شود و نئایده دیگر این است که مدل اصلی فازی مس .ز داشته باشدفازی مثلثی منفی را نی
یتم ارائه شده در این مقاله مقایسه شود.  حاصل از آن با نتایج حاصل از الگور

 

 

 

(40) 

 

Max 4𝑥1
𝑢 + (𝑥1

𝑢)2 + 3𝑥2
𝑢 + (𝑥2

𝑢)2 + 𝑥3
𝑢+(𝑥3

𝑢)2 − (2𝑥1
𝑙 + (𝑥1

𝑙)2 + 𝑥2
𝑙 + (𝑥2

𝑙 )2 + 𝑥3
𝑙 ) 

𝑠. 𝑡.

{
 
 

 
 0.25𝑥2

𝑙 + 0.7𝑥3
𝑙 = 1.25,                      

1.2𝑥1
𝑢 + 1.7𝑥2

𝑢 + 1.5𝑥3
𝑢 = 6.5,          

𝑥1
𝑢 ≥ 0.833,0.833 ≥ 𝑥1

𝑙 , 𝑥1
𝑙 ≥ 0,

𝑥2
𝑢 ≥ 1.333,1.333 ≥ 𝑥2

𝑙 , 𝑥2
𝑙 ≥ 0,

𝑥3
𝑢 ≥ 1.833,1.833 ≥ 𝑥3

𝑙 , 𝑥3
𝑙 ≥ 0.   

 

(44) 
Max 4𝑥1

𝑢 + (𝑥1
𝑢)2 + 3𝑥2

𝑢 + (𝑥2
𝑢)2 + 𝑥3

𝑢+(𝑥3
𝑢)2 

𝑠. 𝑡. {
1.2𝑥1

𝑢 + 1.7𝑥2
𝑢 + 1.5𝑥3

𝑢 = 6.5,                        

𝑥1
𝑢 ≥ 0.833, 𝑥2

𝑢 ≥ 1.333, 𝑥3
𝑢 ≥ 1.833.     

 

(43) 

Min 2𝑥1
𝑙 + (𝑥1

𝑙)2 + 𝑥2
𝑙 + (𝑥2

𝑙 )2 + 𝑥3
𝑙  

𝑠. 𝑡.

{
 
 

 
 0.25𝑥2

𝑙 + 0.7𝑥3
𝑙 = 1.25,

0.833 ≥ 𝑥1
𝑙 ≥ 0,            

1.333 ≥ 𝑥2
𝑙 ≥ 0,             

1.833 ≥ 𝑥3
𝑙 ≥ 0,             
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