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 هچکید 

 NPی که در حالت کلی یک مسئله(ILP)  ایریزی خطی بازههای برنامهی جواب مدلدر این مقاله تعیین ناحیه     

تنها شرط شدنی بودن )یعنی  ILPهای های حل مدلاست. در تمامی روش شدهگرفتهسخت است، در نظر 

های حل یکی از روش (BWC) بدترین -است. روش حالات بهترین  قرارگرفتهجلوگیری از نقض قیود( مدنظر 

های کند اما برخی از جواب. گرچه این روش بهترین و بدترین مقادیر تابع هدف را تعیین میهست ILPمدل 

ریزی ، روش برنامه(ITSM)یافته بهبودها روش دو گامی جوابباشند. برای تضمین شدنی بودن حاصل، نشدنی می

 هاآناند اما برخی از ها شدنیها، تمام جوابدر این روش هرچندیشنهادشده است. پ (MILP) شدهاصلاحخطی 

ز شود که با استفاده امعرفی می ILPباشند. با استفاده از یک رویکرد جدید، ناحیه جوابی برای حل مدل بهینه نمی

 گردد.دو آزمون، شدنی بودن و بهینگی فضای حاصل تضمین می

 عدم قطعیت. ،MILPروش  ،ITSMروش  ،BWCروش  ،ایریزی خطی بازهبرنامه :های کلیدیواژه

 62/61/6331: پذیرش            1/1/6331دریافت: 

 مقدمه  -1

باشند. یک روش برای کنار آمدن با عدم یت میبرخی از پارامترهای موجود در مسائل عالم واقعیت دارای عدم قطع    

است. برخی  یشنهادشدهپ ILPهای باشد. رویکردهای مختلفی برای حل مدل( میILPای )ریزی خطی بازهقطعیت، مدل برنامه

 ،ایداری، با تمرکز روی پدیگر (. بعضی6392اند)بیک، قرار داده مورداستفادهای و بسط روش سیمپلکس را حساب بازه هاآناز 

. برخی نیز دو زیر مدل برای تعیین (6333و ران،  6333، هوانگ و مور، 2162)لادیک،  اندآورده به دستمجموعه جواب را 

، 6332، تانگ، 2116)کانیکووا،  شوداند که با حل این دو زیر مدل ناحیه جواب تعیین میمعرفی کرده ILPمجموعه جواب 

 یشنهادشدهپ( که توسط تانگ BWCبدترین ) -(. در روش حالات بهترین2113ان، و ژو و همکار 2162وانگ و هوانگ، 

ن نواحی تریترین و کوچکهای بهترین و بدترین که به ترتیب بزرگشود، زیرمدلمدل تبدیل میبه دو زیر ILP، مدل است

ترین ناحیه شدنی که بزرگ است اگر در قیود مدل بهترین ILP(. یک نقطه، جواب شدنی مدل 6332شدنی را دارند)تانگ، 

توسط چاینک و  BWCهای مشخصه بهینه باشد. روش را داراست صدق کند و بهینه است اگر حداقل برای یکی از مدل

شود. گرچه روش منجر به ناحیه نشدنی می BWCهای های حاصل از روشبسط داده شد. جواب 2111رمدان در سال 

BWC های حاصل، کاملا شدنی نیستند. برای تضمین شدنی بودن آورد، اما جوابمی ستبه دهای واقعی تابع هدف را کران

 (2162)( توسط وانگ و همکاران ITSM) بهبودیافتهو روش دوگامی ( 2113)توسط ژو و همکاران  MILPجواب، روش 

ین ترن در حالتی که بزرگبا استفاده از قیود دو زیر مدل بهترین و بدتری (2163)و میش مست  یالله داداست.  پیشنهادشده

                                                                 

 Corresponding author (E-mail: m_allahdadi@math.usb.ac.ir) 

 

 گیری و تحقیق در عملیاتنشریه تصمیم                           

  6331 سفندا ،(3شماره ) ،2دوره                                  

 ای با رویکرد جدیدریزی خطی بازهناحیه جواب مدل برنامه
  مست نهیحسن میش   ،مهدی الله دادی

 .یران ا و بلوچستان، زاهدان، یستاندانشگاه س یاضی،دانشکده ر یاضی،گروه ر
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 در سالو میش مست  یالله داد آوردند. به دستهای مثبت باشند ناحیه جواب را ناحیه شدنی )بهترین( دارای مولفه

 شدهیمعرفی با در نظر گرفتن فقط شرط شدنی بودن معرفی نمودند. در ناحیه ILPبرای مدل را ، ناحیه جواب 6331

 ینقاط حاصل بهینه باشند. یعنی این امکان وجود دارد که برخی از نقاط، جواب بهینهتضمینی وجود ندارد که تمامی 

شود که هر دو شرط شدنی بودن و بهینگی را خواهد ای معرفی میای نباشند. لذا در این مقاله، ناحیههیچ مدل مشخصه

و سپس با یک رویکرد نماییم میا ر ILPهای حل مدل ای و روشابتدا مروری بر تعاریف بازه ،مقاله ینما ا داشت.

 دهیم. جدید برای تضمین شدنی بودن و بهینگی جواب، روش جدید را ارائه می

 ILPحل مدل  یهاروشمروری بر  -2

−x]به طور کلی به صورت  ±xیک عدد بازه ای  ,x+ −xشود کهنمایش داده می [ ≤ x+ اگر .x− = x+ آنگاه ،x± 

−Aباشند که  ℝm×nدو ماتریس در  +Aو  −Aواهد بود. اگر تباهیده خ ≤ A+های، آنگاه مجموعه ماتریس 
𝐀± = [A− ,A+ ] = {A|A− ≤ A ≤ A+} 

 :های مرکز و شعاع به صورتشوند. ماتریسهای آن نامیده میکران +Aو  −Aهای ای و ماتریسماتریس بازه

Δ𝐀± =
1

2
(A+ −A−) 

 و

Ac =
1

2
(A− + A+) 

±𝐱ای به صورت ای، بردار بازهشوند. حالت خاصی از ماتریس بازهتعریف می = {x|x− ≤ x ≤ x+} باشد که می

x− ,x+ ∈ ℝn  ،(.6323)آلفلد و هرزبرگر 

 ای را در نظر بگیرید:ریزی خطی بازهمدل برنامه

  
max      z± =∑cj

±xj
±

n

j=1

 

(6)  

 
s. t.    ∑ aij

±xj
±

n

j=1

≤ bi
±  ,     i = 1,2, … ,m, 

  xj
± ≥ 0,   j = 1,2, … , n.                                                               

 :شود( به صورت زیر تعریف می6) ILPی مدل مدل مشخصه

  
max      z =∑ cjxj

n

j=1

 ,   (cj ∈ cj
±) 

(2)  

 s. t.    ∑ aijxj

n

j=1

≤ bi ,   (aij ∈ aij
± ,bi ∈ bi

±)   i = 1,2, … ,m,   

  
jx 0,   j  1,2, ,n.     

( به صورت 6به ترتیب بهترین و بدترین برای حل مدل ) BWC(، دو زیر مدل روش 2111مطابق با )چاینک و رمدان، 

 :باشندزیر می
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 باشند.ترین نواحی شدنی میترین و کوچک( به ترتیب دارای بزرگ2( و )3مدل های )

 :باشندبه صورت زیر می ITSM(، دو زیر مدل روش 2162مطابق با )وانگ و هوانگ،  

jکه برای  = 1,2, … , k ،cj
± ≥ jو برای   0 = k + 1, … , n ،cj

± ≤  و  0

|aij
± |
−
= {

aij
−      aij

± ≥ 0

−aij
+     aij

± < 0 
  , |aij

± |
+
= {

aij
+      aij

± ≥ 0

−aij
−     aij

± < 0 
  , sign(aij

±) = {
1    aij

± ≥ 0

−1    aij
± < 0

 

𝑥𝑗 𝑜𝑝𝑡
𝑗برای  + = 1,2, … , 𝑘  و𝑥𝑗 𝑜𝑝𝑡

𝑗برای  − = 𝑘 + 1, … , 𝑛 باشند.ی زیر مدل اول میهای بهینهجواب 

 

 
max      z+ = ∑cj

+xj

n

j=1

 

(3) 
s. t.    ∑ aij

−xj

n

j=1

≤ bi
+  ,     i = 1,2, … ,m, 

             xj
± ≥ 0,       j = 1,2, … , n.      

 
max      z− = ∑cj

−xj

n

j=1

 

(2) 
s. t.    ∑ aij

+xj

n

j=1

≤ bi
−  ,     i = 1,2, … ,m, 

            xj
± ≥ 0,       j = 1,2, … , n.   

 
max   z+ =∑cj

+xj
+

k

j=1

+ ∑ cj
+xj

−

n

j=k+1

 

 
s. t.∑ sign(aij

±)|aij
± |
−
xj
+

k

j=1

+ ∑ sign(aij
±)|aij

± |
+
xj
−

n

j=k+1

≤ bi
+ , i = 1, … , m,   

 xj
± ≥ 0, 𝑗 = 1,… , n. 

 
max      z− = ∑cj

−xj
−

k

j=1

+ ∑ cj
−xj

+

n

j=k+1

 

 
s. t.    ∑ sign(aij

±)|aij
± |
+
xj
−

k

j=1

+ ∑ sign(aij
±)|aij

± |
−
xj
+

n

j=k+1

≤ bi
−  , i = 1,2, … , m, 

 

 

∑aij
−xj

′

n

j=1

≤ bi
+  ,   x′j =

{
 
 

 
 xj

−           sign(aij
±) ≠ sign(cj

±), j = 1,2, … , k 

xj opt
+            sign(aij

±) = sign(cj
±), j = 1,2, … , k

xj
+              sign(aij

±) ≠ sign(cj
±), j = k + 1, … , n

xj  opt
−        sign(aij

±) = sign(cj
±), j = k + 1, … , n

 

 

 xj
− ≤ xj opt

+ ,   j = 1,2, … , k, 
 

 xj
+ ≥ xj  opt

− , j = k + 1, … , n, 
 

 xj
± ≥ 0,   j = 1,2, … , n. 
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 ایریزی خطی بازهپایداری در برنامه -3

ریزی خطی (. مدل برنامه2162)لادیک،  شودای تعریف میریزی خطی بازهدر این بخش، مفهوم پایداری در برنامه

𝑚𝑎𝑥 {𝑐𝑇𝑥|𝐴𝑥ای بازه = 𝑏, 𝑥 ≥ 𝑐که  {0 ∈ 𝐶 ± ⊆ ℝ𝑛 𝐴و  , ∈ 𝐴± ⊆ ℝ𝑚×𝑛 𝑏و   ∈ 𝑏± ⊆ ℝ𝑚  یپایهبا 𝐵  پایدار

پایدار ناتباهیده ]یکتا[ است اگر هر مدل - ILP ،𝑩ی بهینه برای هر مدل مشخصه باشد. مدل یک پایه 𝐵است اگر 

 داشته باشد.  Bی ی بهینهای بهینه ناتباهیده ]یکتا[ با پایهمشخصه یک جواب پایه

𝐵د فرض کنی ⊆ {1,2, … , 𝑛} و گذاری اندیسیک مجموعه 𝐴𝐵 های های با اندیسماتریس حاصل از ستون عنوانبه𝐵 

 از:  اندعبارتنامنفرد باشد. شرایط پایداری 

 نامنفرد باشد. 𝐴𝐵منظم باشد؛ یعنی هر ماتریس در  𝐴𝐵الف( )منظم بودن( 

𝐴𝐵ای ب( )شدنی بودن( مجموعه جواب دستگاه بازه x𝐵 = 𝑏 .نامنفی باشد 

𝑐𝐵بهینه باشد. یعنی  𝐴𝐵ج( )بهینه بودن(
𝑇𝐴𝐵

−1𝐴𝑁 − 𝑐𝑁
𝑇 ≥ 0𝑇. 

 :باشندبرخی از قضایای مربوط به شرایط فوق به شرح زیر می

𝜌(|(𝐴𝑐)𝐵( اگر 6333)ران،  1-3قضیه 
−1|∆𝐴𝐵) < .)𝝆است که  منظم 𝐴𝐵 ، آنگاه1  باشد.، شعاع طیفی می(

𝑚𝑎𝑥(  اگر 6333)ران،  2-3قضیه 
1≤𝑖≤𝑛

(|(𝐴𝑐)𝐵
−1|∆𝐴𝐵)𝑖𝑖 ≥  نامنظم است. 𝐴𝐵، آنگاه 1

 ( آمده است.6333ای در )ران، های بازهبرخی شرایط دیگر برای منظم بودن ماتریس

=𝐴𝐵𝑥𝐵، مجموعه جواب دستگاه 𝑟ای زه( اگر بردار با6333)ران،  3-3قضیه  𝑏 باشد، آنگاه 

𝑟𝑖
− = min{−x𝑖

∗ + (x𝑖
𝑐 + |x𝑖

𝑐 |)M𝑖𝑖 ,
1

2M𝑖𝑖−1
(−x𝑖

∗+ (x𝑖
𝑐 + |x𝑖

𝑐 |)M𝑖𝑖
)}, 

𝑟𝑖
+ = max {x𝑖

∗ + (x𝑖
𝑐 − |x𝑖

𝑐 |)M𝑖𝑖 ,
1

2M𝑖𝑖−1
(x𝑖

∗ + (x𝑖
𝑐 − |x𝑖

𝑐 |)M𝑖𝑖
)}, 

 که 
M = (I − |(A𝐵

𝑐 )−1|∆A𝐵 )
−1, 

 x𝑐 = (A𝐵
𝑐 )−1𝑏𝑐 , 

x∗ = M(|x𝑐 | + |(A𝐵
𝑐 )−1|∆𝑏), 

𝐴𝐵و 
𝑐  نامنفرد است که𝜌(|(𝐴𝐵

𝑐 )−1|∆𝐴𝐵 ) < 1. 

𝐴𝐵مجموعه جواب دستگاه  𝑦ض کنید فر :(2162)لادیک،  4-3قضیه 
𝑇 𝑦 = 𝑐𝐵 باشد. اگر ((𝐴𝑁

𝑇 )𝑦)− ≥ 𝑐𝑁
، آنگاه +

 شرط بهینگی برقرار است.

,𝑞1روی قطر  هاییهدراماتریس قطری با  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑞)فرض کنید  :(2162)لادیک،  5-3قضیه  𝑞2,… , 𝑞𝑚  باشد. اگر برای

𝑞هر  ∈ {±1}𝑚، جموعه جواب دستگاه م 

{

((𝐴𝐵
𝑐 )𝑇 − (∆𝐴𝐵)

𝑇𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑞))𝑦 ≤ 𝑐𝐵
+

−((𝐴𝐵
𝑐 )𝑇 + (∆𝐴𝐵)

𝑇𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑞))𝑦 ≤ −𝑐𝐵
−

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑞)𝑦 ≥ 0,

 

 در مجموعه جواب دستگاه

{
((𝐴𝑁

𝑐 )𝑇 − (∆𝐴𝑁)
𝑇𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑞))𝑦 ≥ 𝑐𝑁

+

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑞)𝑦 ≥ 0,
 

 قرار گیرد، آنگاه شرط بهینگی برقرار است.
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 روش جدید -4

  ILPو  BWC ،TSMها مانند در برخی از روش .است NP-hard یمسئله، یک ILPهای ی مدلتعیین ناحیه جواب بهینه

ر باشند. در برخی دیگی حاصل نشدنی میبعضی از نقاط ناحیه درواقعکاملاٌ شدنی نیست.  آمدهدستبهی جواب ناحیه

های دیگر مانند باشند. در روشی جواب حاصل، بهینه نمیبرخی از نقاط ناحیه MILP ،ITSMها نیز مانند  از روش

IILP  وIMILP را هر دو شرط شدنی و بهینگی  ،، ناحیه جواب حاصل(2161)و همکاران  یالله دادتوسط  شدهارائه

با در نظر گرفتن  ILPبرای مدل را ، ناحیه جواب جدید  (6331)باشند. همچنین الله دادی و میش مست نهی دارا می

است،  شدهگرفتهی جواب نادیده فقط شرط شدنی بودن معرفی نمودند. در این مقاله، چون شرط بهینگی در تعیین ناحیه

در این بخش ای نباشند. ی هیچ مدل مشخصهی حاصل، جواب بهینهلذا این امکان وجود دارد که برخی از نقاط ناحیه

ی جواب جدید ناحیه شود.معرفی می ILPبا در نظر گرفتن هر دو شرط شدنی و بهینگی، ناحیه جواب برای مدل 

∑صورتبهیک گوی بسته  صورتبه (xj − αj)
n
j=1 ≤ r2 شود که در نظر گرفته می(α1, α2, … , αn) مرکز گوی،  عنوانهب

 :آیدمی به دستزیر  صورتبهباشد که شعاع گوی می rو  BWCاز  آمدهدستبهمرکز ناحیه جواب 

 آورید. به دست BWCرا به روش  ILPگام اول: ناحیه جواب مدل 

,α1)آورید.)این نقطه را  به دستگام دوم: مرکز ناحیه جواب را  α2 , … , αn) )بنامید 

ترین ناحیه شدنی را داراست، اگر برای هر  قیود مدل بهترین بزرگ کهینامون شدنی بودن( با توجه به )آز گام سوم:

i = 1,2, … ,m  ،∑ aij
−αj

n
j=1 ≤ bi

α1) آنگاه، + , α2, … , αn) ی شدنی است و این بدان معناست که یک نقطه

(α1, α2 , … , αn) غیر این صورت مدل، جواب شدنی ندارد. آزمون شدنی را گذرانده است. در 

ان تونمی صورت ینارا بررسی کنید. اگر مدل پایدار باشد به گام پنجم بروید. در غیر  ILPگام چهارم: پایداری مدل 

 ورد.آ به دستناحیه جواب کاملاٌ بهینه  ILPبرای مدل 

i)آزمون بهینگی( بنا به، اگر برای هر  گام پنجم: = 1,2, … ,m ،∑ aij
+αj

n
j=1 ≥ bi

α1)، آنگاه − , α2, … , αn) ی یک نقطه

,α1)ی بهینه است. یعنی نقطه α2, … , αn) .آزمون بهینگی را گذرانده است 

iرا به این صورت پیدا کنید. فرض کنید برای هر  rگام ششم: شعاع  = 1,2, … ,m  ،di  وei ی ی نقطهفاصله

(α1, α2 , … , αn) های تا به ترتیب ابرصفحه∑ aij
−xj

n
j=1 = bi

∑و  + aij
+xj

n
j=1 = bi

 :باشند. بنابراین −

di =
|∑ aij

−αj
n
j=1 − bi

+ |

√∑ aij
−2n

j=1

 , ei =
|∑ aij

+αj
n
j=1 − bi

− |

√∑ aij
+ 2n

j=1

 

rقرار دهید  = min
𝑖
{di , ei} . 

∑لذا ناحیه جواب جدید عبارت است از  (xj − αj)
n
j=1 ≤ r2 شدنی و بهینه است. که کاملا 

 یگردعبارتبههای بالا و پایین ناحیه جواب حاصل از روش جدید قابل تعین نیست. در ابعاد بالا، کران ILPبرای مدل 

است ولی برای  یشنماقابلدر صفحه  هاآنک دایره است که با نمایش ی جواب در یک بُعد، بازه، در دو بُعد یناحیه

 آورد.  به دستزیر  صورتبهتوان ی مربوطه را میبازه ،نیست. برای حل این مشکل یشنماقابلبیش از دو بُعد 

,α1)فرض کنید  α2, … , αn)  وl = 2β نی برای هر به ترتیب مرکز ناحیه جواب روش جدید و طول هر ضلع باشد. یع

i = 1,2, … ,m ،xi
± = [αi − β, αi + β] و بنابراین: 

𝐱± = ([α1 − β, α1 + β], … , [αn − β, αn + β])
𝑡 

i، کافی است برای هر ±𝐱برای تضمین شدنی بودن و بهینگی  = 1,2, … ,m، 

∑aij
−(αj ± β) ≤

n

j=1

bi
+ ,∑aij

+(αj ± β) ≥

n

j=1

bi
− 
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 یا

β = min
i
{|
∑ aij

−αj
n
j=1 − bi

+

∑ aij
−n

j=1

| , |
∑ aij

+αj
n
j=1 − bi

−

∑ aij
+n

j=1

|} 

 عددی یهامثال -5

 ( در نظر بگیرید:2113ای زیر را از )ژو و همکاران، ریزی خطی بازهمدل برنامه 6-2مثال

  max     z± = [26,30]x1
± − [5.5,6]x2

±  
(1)  s. t.      [8,10]x1

± − [12,14]x2
± ≤ [3/8,4/2] 

               [1,1/1]x1
± + [0/19, 0/2]x2

± ≤ [6/5,7] 
                x1

±, x2
± ≥ 0. 

 :عبارت است از BWCهای حاصل از روش جواب
x1 opt
± = [5/182,6/366], x2 opt

± = [3/338,4/001] . 

6/366)ی  شود، چون برای مثال نقطهدر ناحیه نشدنی نتیجه می BWCل از روش های حاصجواب که در  (4/001,

x1واقع است در نامساوی  BWCناحیه جواب  + 0/19x2 ≤ 6/366)کندصدق نمی 7 +0/19 × 4/001 =

7/126 ≰ 7) . 

x1 optاز  اندعبارت ITSMهای جواب
± = [4/574 x2 optو  [6/336,

± = -که برخی از نقاط آن همان [3/320,3/495]

 :یابیم( را به روش جدید می2باشند. اکنون ناحیه جواب مدل )مشخص است، نابهین می 6طور که در شکل 

)از  عبارت است BWCیه جواب روش ناح -6گام 
[5/182,6/366]

[3/338,4/001]
). 

α1)عبارت است از  BWCنقطه مرکز ناحیه جواب  -2گام  , α2) = (5/7740,3/6695) . 

8α1چون  -3گام − 14α2 = −5/181 < α1و  4/2 + 0/19α2 = 6/4712 < i، بنابراین برای 7 = 1,2  ،
∑ aij

−αj
2
j=1 ≤ bi

α1)لذا  .+ , α2) =  ی شدنی است.نقطه (5/7740,3/6695)

 [ برقرار است. لذا مدل پایدار است.62شرایط پایداری با توجه به ] -2گام 

10α1چون  -2گام  − 12α2 = 13/706 > 1/1α1و  3/8 + 0/2α2 = 7/0853 > iبرای  ، بنابراین 6/5 = 1,2  ،
∑ aij

+αj
2
j=1 ≥ bi

α1). لذا − , α2) =  ی بهینه است.نقطه (5/7740,3/6695)

 .یابیمیمرا  rشعاع  -1گام 
d1 = 0/5818, d2 = 0/5195 , 𝑒1 = 0/6342, e2 = 0/5235.  

rبنابراین   =  :ناحیه جواب روش جدید عبارت است از یجهدرنت.  0/5195

(x1 −5/7740)
2 + (x2 − 3/6695)

2 ≤ (0/5195)2 
βهمچنین =  :لذا حدود ناحیه جواب عبارت است ازو  0/4444

(
[5/3396,6/2184]

[3/2252,4/1140]
) 
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های روش است. برخی از جواب شدهدادهنمایش  6ل و روش جدید در شک BWC ،ITSM یهاروشتایج حاصل از ن

BWC های باشند. جوابنشدنی میITSM  با رنگ  6ل باشند که در شکنابهین می هاآنکاملا شدنی است اما برخی از

 باشد. شدنی و بهین می کاملاًی جواب حاصل از روش جدید است. ناحیه شدهدادهخاکستری نشان 

 گیرییجهنتبحث و  -6

، ILPهای حل مدل است. در تمام روش شدهیمعرف ILPیک ناحیه جواب برای مدل  عنوانبهدر این مقاله، روش جدید 

 یترین ناحیهتواند بزرگجدید، ناحیه جواب، یک گوی است که می روش در کهیدرحالباشد ای میها، بازهحدود جواب

شود. از حل دو زیر مدل حاصل می ITSMو  BWCجوابی باشد که کاملا شدنی و بهینه است. ناحیه جواب در روش 

د، ابتدا روش جدی کهیدرحالباشند. نیز نابهین می ITSMها در نشدنی و برخی جواب BWCها در برخی از جواب

قدر افزایش کند. سپس مقدار شعاع آنرا بررسی می BWCی جواب ی مرکز ناحیهشدنی بودن و سپس بهینگی نقطه

 ی حاصل هر دو شرط شدنی و بهینگی را داشته باشد.یابد که ناحیهمی
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